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ВВЕДЕНИЕ 
 
 Все машины, приборы, любые изделия состоят из отдельных деталей, соединенных 
между собой. Форму деталей машин образуют, главным образом, сочетание плоскостей и 
кривых поверхностей (цилиндрической, конической, сферической, торовой), расположенных 
в пространстве так, что они находятся друг относительно друга в определенном соотноше-
нии. Чаще всего они пересекаются, образуя общую для них линию. Поэтому главным этапом 
конструирования таких деталей является определение границ элементарных исходных по-
верхностей, которыми и являются линии их взаимного пересечения. Таким образом, задача 
построения линии пересечения двух поверхностей, достаточно часто встречающаяся в 
начертательной геометрии, имеет широкое практическое применение в конструкциях техни-
ческих деталей. Линия пересечения двух поверхностей в общем виде представляет собой 
пространственную кривую, которая может распадаться на две части и более. 
 Строится линия пересечения при помощи вспомогательных плоскостей или кривых 
поверхностей, которые называются посредниками. Выбор вспомогательной поверхности 
(посредника) определяется формой и положением пересекающихся поверхностей. В качестве 
посредников могут использоваться проецирующие плоскости, плоскости общего положения, 
цилиндрические, конические и сферические поверхности. Следует по возможности подби-
рать такие вспомогательные поверхности, которые в пересечении с данными поверхностями 
дают простые для построения линии (например, прямые или окружности). Каждый из по-
средников пересекает данные поверхности в общем случае по некоторым кривым, которые 
как лежащие в одной и той же плоскости или на одной и той же поверхности могут пересе-
каться между собой и тогда определяют одну или несколько точек, лежащих на линии пере-
сечения поверхностей.  
 Обычно линию пересечения двух поверхностей строят по отдельным точкам. Сначала 
определяют опорные точки в пересечении контурных линий каждой поверхности с другой 
поверхностью. Это точки, проекции которых отделяют видимую часть проекции линии пере-
сечения от невидимой, это проекции точек линии пересечения, наивысших и наинизших, 
ближайших и наиболее удаленных по отношению к зрителю, плоскости  крайних слева и 
справа на проекциях линий пересечения.  
 Опорные точки позволяют видеть, в каких пределах расположены проекции линии 
пересечения и где между ними имеет смысл определить промежуточные точки. При этом 
нужно иметь в виду, что проекция линии пересечения всегда располагается в пределах пло-
щади наложения, т.е. общей площади проекций двух пересекающихся поверхностей.  
 Общее правило построения линии пересечения поверхностей заключается в следую-
щем:  
- определяют опорные точки в пересечении контурных линий каждой поверхности; 
- выбирают вид вспомогательных поверхностей; 
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- строят линии пересечения вспомогательных поверхностей с заданными поверхно-
стями; 
- находят точки пересечения построенных линий и соединяют их между собой, т.е. 
определяют общие точки, принадлежащие пересекающимся поверхностям, которые 
определяют их линию пересечения. 
 В общем случае линия может принадлежать поверхности или не принадлежать. Линия 
принадлежит поверхности, если все ее точки принадлежат этой поверхности. Исключение 
составляет случай, когда линия представлена прямой, а поверхность – плоскостью. В этом 
случае для принадлежности прямой плоскости достаточно, чтобы хотя бы две точки ее при-
надлежали этой поверхности. Задачи построения линий, принадлежащих поверхности, вхо-
дят составной частью в задачи построения линий пересечения поверхностей плоскостью и 
пересечения двух поверхностей. 
 Задача определения принадлежности точки поверхности решается следующим спосо-
бом. Если заданы проекции элементов поверхности и точки, необходимо на одной из плоско-
стей проекций через заданную точку провести линию, принадлежащую поверхности, и по-
строить проекцию этой линии на одной плоскости проекций. Если вторая проекция пройдет 
через вторую проекцию точки – точка принадлежит поверхности, если не пройдет – не при-
надлежит.  
 Принципы построения точек и линий на поверхностях положены в основу построения 
линий пересечения, срезов, вырезов, проницаний и др., что определяет построение сложных 
геометрических тел, и в итоге – деталей, узлов, машин, зданий, сооружений. 
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1 ПОВЕРХНОСТИ 
1.1 Задание поверхности на комплексном чертеже 
 
Самая занимательная для нас поверхность  
на Земле – это человеческое лицо. 
Г. Лихтенберг 
 
 В этом разделе Вы узнаете, что поверхности подразделяются на линейчатые и нели-
нейчатые. Научитесь задавать и конструировать поверхности. Строить точки и линии по 
принадлежности поверхности. Узнаете, чем отличается цилиндрическая линейчатая поверх-
ность от цилиндра вращения и цилиндроида. 
Как Вы думаете? 
1. Какая поверхность применялась для создания про-
жекторов и фар автомобилей? 
2. Какая поверхность использовалась для создания 
конструкции радиомачты на Шаболовке высотой 160 м в 
1921 году? 
3. Принадлежит точка А поверхности , или нет  
(рис. 1.1)? 
4. Чем отличается сфера от шара? 
А    1    
2    
1    
 
Рисунок 1.1 
 Мы живем в мире поверхностей - плоских и кривых, простых и сложных, созданных 
природой и рукой человека. Как их отобразить на чертеже? 
 Существует несколько способов задания поверхности: аналитический, графиче-
ский, кинематический. 
 В начертательной геометрии чаще поверхность задают кинематически, как множество 
всех положений, перемещающееся по определенному закону линии в пространстве. Эта ли-
ния называется образующей – l. Как правило, она скользит по некоторой неподвижной ли-
нии, называемой направляющей – m, направляющих может быть одна или несколько.  
 Образующая l, скользя по неподвижной направляющей m, создает плотную сеть ли-
ний. Такое упорядоченное множество линий поверхности называется ее каркасом: 
 Каркасы бывают непрерывными – поверхность задана всем множеством образую-
щих, или дискретными, когда имеется конечное число образующих. 
 При построении дискретного каркаса поверхности необходимо учитывать закон кар-
каса. 
 Закон каркаса – это закон движения образующей. 
 Любое тело ограничивается своей поверхностью. Тело, конечно и состоит из конкрет-
ного материала – металла, пластмассы, древесины.  Поверхность является абстрактной 
фигурой, не имеющей толщины, т.е. образно говоря, это тонкая пленка, натянутая на каркас 
поверхности. Например, шар – тело, которое ограничено сферой – поверхностью. 
 
1.2 Определитель поверхности 
 
 Минимальная информация, необходимая и достаточная для однозначного задания по-
верхности в пространстве и на чертеже, есть определитель – D поверхности. Определитель 
состоит из двух частей: D = G + А. 
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 Геометрическая часть – G устанавлива-
ет набор геометрических фигур (геометрических 
элементов), участвующих в образовании по-
верхности, например:  (m,s) (рис. 1.2); 
 Алгоритмическая часть - А устанавли-
вает закон (характер) взаимодействия геометри-
ческих фигур в процессе образования поверхно-
сти, например: l  m, l  s (рис. 1.2). При по-
строении чертежа поверхности алгоритмической 
частью определителя является закон каркаса 
поверхности. 
 

т    
l    
М    
s    
 
Рисунок 1.2 – Образование каркаса  
поверхности 
1.3 Очерк проекции поверхности 
 
 На рисунке 1.3,а показана поверхность Г, которую ортогонально проецируют на плос-
кость проекций П1 (рис. 1.3,б). Проецирующие прямые касаются поверхности Г и образуют 
цилиндрическую поверхность   П1. Эти проецирующие прямые касаются поверхности Г в 
точках, образующих некоторую линию m, принадлежащую Г, называемую контурной ли-
нией данной поверхности. Проекция контурной линии на плоскость проекций называется 
очерком проекции поверхности – m1.   П1 = m1. m1 – очерк поверхности на горизонталь-
ную плоскость проекций (очертание, линия очерка, очерковая линия).  
  

т    
т    1    
т    -  к   о   н   т   у  р   н   а   я   
л    и  н   и   я   
т    1    -   л  и   н   и   я   о   ч  е   р   к   а   
1    1    1     
Рисунок 1.3,а Рисунок 1.3,б Рисунок 1.3,в 
 
 Таким образом, очерком проекции поверхности называется граница, которая отде-
ляет проекцию поверхности от остальной части какой-либо плоскости проекций. 
 
1.4 Классификация поверхностей 
 
 Мир поверхностей велик и разнообразен. Существует много подходов к вопросу клас-
сификации поверхностей. За основу классификации, чаще всего, принимаются форма обра-
зующей и закон ее перемещения в пространстве. 
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 Надо иметь в виду, что одни и те же поверхности могут быть отнесены одновременно 
к нескольким типам. Например, цилиндрическая поверхность вращения как к поверхностям 
вращения, так и к линейчатым; прямой геликоид как к винтовым поверхностям, так и к ли-
нейчатым (винтовой коноид). 
П    О  В   Е  Р  Х    Н  О   С  Т  И   
Л    и  н   е   й   ч   а   т   ы    е  
П    о  в   е   р   х   н   о   с   т   и  в    р  а   щ   е  н   и   я   
Ц    и  л   и   н   д   р   о   и   д   ы    
К    о  н   о   и   д   ы    
Г    и  п   е   р   б   о   л   и   ч   е   с   к   и   е   
п    а  р   а   б   о   л   о   и   д   ы    
(    к    а  с   а   я   п   л  о   с   к   о   с   т    ь  )   
В    и  н   т    о  в   ы    е  
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К    о  н   у   с   
С    ф    е  р   а   
Э    л  л   и   п   с   о   и   д   
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о    д  н   о   п   о   л   о   с   т   н  ы    й  
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Рисунок 1.4 – Классификация поверхностей 
 
1.5 Точка и линия на поверхности. Алгоритм конструирования  
поверхности 
 Поверхность считается графически заданной на комплексном чертеже, если 
можно построить точку на поверхности. 
Точка принадлежит поверхности, если она принадлежит какой-нибудь линии, при-
надлежащей поверхности. 
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Следовательно, если точка принадлежит поверхности, то ее проекции принадлежат 
одноименным проекциям некоторой линии этой поверхности. 
Для построения точек, лежащих на поверхностях, пользуются графически простыми линия-
ми (прямыми или окружностями) этой поверхности. В некоторых случаях применяют кри-
вые, которые проецируются в графически простые линии. 
 Линия принадлежит поверхности, если все ее точки принадлежат поверхности. Ес-
ли известна одна проекция линии, принадлежащей поверхности, и требуется построить вто-
рую ее проекцию, то следует на известной проекции выбрать несколько точек, построить 
недостающие проекции и полученные проекции соединить линией. Выбор количества точек 
зависит как от размеров изображения, так и от сложности кривой. В большинстве случаев, 
чем больше точек выбирается на исходной проекции, тем выше точность построений второй 
проекции. 
 Примеры построения недостающих проекций точек и линий, принадлежащих поверх-
ностям, рассмотрены ниже для каждой классификационной группы поверхностей. 
 Так какую линию лучше выбрать для построения точки на поверхности? Для линей-
чатых поверхностей выбирают образующую. Для других поверхностей выбирают графиче-
ски простые линии, к которым относят прямую и окружность. 
 Напомним, что основным требовани-
ем, предъявляемым к чертежам, является их 
обратимость и наглядность. При задании 
поверхности только геометрической частью 
определителя можно построить, в принципе, 
каждую точку поверхности (примером мо-
жет служить плоскость, заданная тремя точ-
ками). 
 Рассмотрим пример задания замкну-
той треугольной пирамиды проекциями гео-
метрической части определителя (АВС,S) 
(рис. 1.5).  
А    1    
А    2    
В    2    
В    1    
С    1    
С    2    
S    2    
S    1    
М    2    
 
Рисунок 1.5 – Пример задания замкнутой  
треугольной пирамиды 
 Поверхность действительно задана, 
т.к. можно построить недостающую проек-
цию точки М(М1) (рис. 1.6), т.е. чертеж об-
ратим, но не является наглядным. Следова-
тельно, необходимо дополнить чертеж по-
верхности ее очертаниями. 
 Поэтому конструировать поверхности 
мы будем с помощью построения дискрет-
ного каркаса, проекции которого обеспечат 
обратимость и наглядность чертежа поверх-
ности.  
 
А    1    
А    2    
В    2    
В    1    
С    1    
С    2    
S    2    
S    1    
М    2    
М    1    
 
Рисунок 1.6 – Построить недостающей  
проекции точки М(М1) 
 
 Сконструировать поверхность – это значит построить проекции поверхности, со-
стоящие из проекций определителя и проекций характерных линий, к которым относятся ли-
нии контура и линии обреза. 
 Алгоритм (последовательность построения чертежа любой поверхности): 
1. Задать проекции элементов определителя (будем иметь в виду задание проекций 
геометрической части определителя). 
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2. Построить проекции дискретного каркаса, состоящего из конечного числа графиче-
ски простых линий. 
3. Построить проекции линии обреза, которые для образования поверхности суще-
ственной роли не играют, они лишь ограничивают, обрезают поверхность. 
4. Определить видимость проекций поверхности. 
5. Обвести видимые линии проекций поверхности сплошной толстой линией. 
 
 
1.6 Задание линейчатых поверхностей на  
комплексном чертеже 
1.6.1 Развертывающиеся поверхности 
1.6.1.1 Многогранные поверхности 
 Многогранники – геометрические тела, поверхность которых состоит из отсеков 
плоскостей, ограниченных многоугольниками. 
S    l    
т    
л    и  н   и   я   
о    б  р   е   з   а   
М    
 
S    1    
S    2    
l    2    
l    1    
А    2    В    2    С    2    
А    1    
В    1    
С    1    
т    
т    2    
т    1    
М    2    
М    1    
 
Рисунок 1.7,а Рисунок 1.7,б 
s    l    т    
л    и  н   и   я   
о    б  р   е   з   а   
М    
 
l    1    =   
l    2    
D    1    
D    2    А    2    В    2    С    2    
А    1    В    1    
С    1    т    2    
т    1    
М    2    
М    1    
 
Рисунок 1.7,в Рисунок 1.7,г 
 
 Эти многоугольники называются гранями, (например: АВS и ВСS на рис 1.7,б); об-
щие стороны смежных многоугольников – ребрами (например: АS, ВS на рис. 1.7,б); верши-
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ны многогранных углов, образованных его гранями – вершинами многогранника (напри-
мер: S рис. 1.7,б); совокупность вершин и соединяющих их ребер – дискретным каркасом 
многогранника. 
 Различают два вида гранных поверхностей с одной направляющей: 
1. Пирамидальная поверхность общего вида, рисунок 1.7,а, (частный случай – пира-
мида, рис. 1.7 б). 
2. Призматическая поверхность общего вида, рисунок 1.7,в, (частный случай – приз-
ма, рис. 1.7,г). 
1.6.1.2 Комплексный чертеж пирамидальной поверхности 
 
 Пирамидальная поверхность образуется в результате перемещения прямолинейной 
образующей (l) по ломаной направляющей (m) в каждый момент движения, проходя через 
некоторую фиксированную точку – S (вершину). 
 Задача: сконструировать пирамидальную поверхность  с дискретным каркасом из 
трех образующих М(М2 )  , М1 = ? 
Определитель поверхности:  (m, S) – геометрическая часть l  m(АВС), S  l – алгоритми-
ческая часть или закон каркаса. 
Алгоритм построения  
1. Задать проекции элементов 
определителя (рис. 1.8). 
2. Построить проекции поверхно-
сти (дискретный каркас) – это значит 
провести три образующие, соединив точ-
ки А, В, С с точкой S (рис. 1.9). 
3. Построить проекции линии об-
реза. В данном случае это – m (АВС). 
4. Определить видимость поверх-
ности (ребер и направляющей ломаной 
относительно друг друга методом конку-
рирующих точек). 
Точки 1 и 2 – фронтально конку-
рирующие, определяют видимость отно-
сительно П2. 
Точки 3 и 4 – горизонтально кон-
курирующие, определяют видимость от-
носительно П1. 
Часть С2S2 – видима, т.к. рассмат-
риваем только боковую поверхность без 
основания (рис. 1.10). 
5. Точка М(М2) принадлежит гра-
ни АВS(А2В2S2). Чтобы построить М1 
(рис.1.6) нужно через точку М2 провести 
какую-либо линию принадлежащую  
(точнее, грани А2В2S2), проще всего про-
вести образующую 52S2  М2 , построить 
ее горизонтальную проекцию 51S1  М1. 
Точка М1 – видима, т.к. на П1 
грань А1В1S1 – видима. 
 
А2
В2
С2
А1 В1
С1
S2
S1т2
т1
 
Рисунок 1.8 – Проекции элементов  
определителя 
А2
В2
С2
А1
В1
С1
S1
S22
1
(12 )=22
11
21
(31 )=41
42
32
Видимость
относительно
Видимость
относительно
М2
П1
П2  
Рисунок 1.9 – Проекции поверхности  
(дискретный каркас)   
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А    2    
В    2    
С    2    
А    1    
В    1    
С    1    
S    1    
S    2    2    
1    
М    1    
М    2    
5    1    
5    2    
 
Рисунок 1.10 – Построение точки М, принадлежащей  
поверхности пирамиды 
 
Задача: сконструировать пирамидальную поверхность общего вида , а(а2)  , а1 = ? 
Определитель поверхности:  (АВDС, S), l  ABCD, l  S. 
1. Задать (построить) проекции элементов определителя. 
А    2    
В    2    
С    2    
D    2    
D    1    
В    1    
А    1    
S    2    
S    1    
C    1    
А    2    
В    2    
С    2    
D    2    
D    1    В    1    
А    1    
S    2    
S    1    C    1    
т    1    т    1    
т    2    т    2    
 
Рисунок 1.11 – Конструирование пирамидальной поверхности общего вида 
  
 Для удобства построения ломаную АВDС делаем плоской. Для этого проводим ее 
диагонали. 
 Поднимая или опуская одну из точек (D), добиваемся того, чтобы m стала плоской, 
(рис. 1.11). 
2. Построить проекции поверхности (дискретный каркас) – это значит провести четы-
ре образующих (ребра). 
3. Построить проекции линии обреза, сама направляющая является линией обреза: 
m(АВСD) (рис. 1.12). 
4. Определить видимость поверхности. 
а) Относительно П2: точки 1 и 2 – фронтально конкурирующие. 
б) Относительно П1: точки 3 и 4 горизонтально конкурирующие. 
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А    2    
В    2    
С    2    
D    2    
D    1    
В    1    
А    1    
S    2    
S    1    
C    1    
т    1    
т    2    (    1  2    )   =  2    2    
1    1    
2    1    
(    3  1    )    =  4    1    
4    2    
3    2    
В    и  д   и   м    о  с   т   ь  
о    т   н  о   с   и   т   е  л   ь   н   о   П    2    
В    и  д   и   м    о  с  т   ь  
о    т   н  о  с   и   т    е  л   ь   н   о   П   1    
а    2    
 
Рисунок 1.12 – Построение проекций линии обреза 
5. а  , а2  52, 62, 72, 82  точки строятся по принадлежности образующим (ребрам), следо-
вательно а1  51, 61, 71, 81 (рис. 1.13). 
А    2    
В    2    
С    2    
D    2    
D    1    В    1    
А    1    
S    2    
S    1    
(    C    1    )    
5    1    
6    1    
7    1    
(    8    1    )    
а    1    
5    2    
(    6    2    )   
7    2    
8    2    
а    2    
2    
1    
 
Рисунок 1.13 – Построение точек по принадлежности образующим 
 
1.6.1.3 Комплексный чертеж призматической поверхности 
 
 Представим, что вершиной пирамидальной поверхности станет несобственная точка 
S , т.е. все ребра поверхности будут параллельны друг другу, тогда получим призматиче-
скую поверхность  с направлением движения образующей – s.  
 Призматическая поверхность образуется перемещением прямолинейной образующей 
(l) по ломаной направляющей (m), при этом всегда оставаясь параллельной некоторому 
направлению (s). 
 Задача: сконструировать призматическую поверхность  с дискретным каркасом из трех об-
разующих, М(М2), а(а1) , М1, а2 = ? Определитель поверхности: (m,s); l  АВС, l  S. 
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Алгоритм построения 
1. Задать проекции элементов опреде-
лителя (рис. 1.14). 
2. Построить проекции поверхности. 
Длины ребер возьмем одинаковыми  
(рис. 1.15): 
а. Провести фронтальные проекции 
образующих из точек А2В2С2  s2 , отложить 
на них отрезки одинаковой длины: А2А2
1, 
В2В2
1, С2С2
1, А2
1В2
1С2
1 – проекция линии об-
реза; 
б. Провести горизонтальные проекции 
образующих из точек А1В1С1  s1; 
в. Построить в проекционной связи с 
А2
1В2
1С2
1  А11В11С11. 
 
А    2    
В    2    
С    2    
А    1    
В    1    
С    1    
s    2    
s    1    
 
Рисунок 1.14 – Проекции элементов  
определителя  
А    2    
В    2    
С    2    
А    1    
В    1    
С    1    
В    1    2    
А    1    2    
С    1    2    
А    1    1    
В    1    1    
С    1    1    
1    2    =    (  2   2    )   
1    1    
2    1    
(    3    1    )    =  4    1    
3    2    
4    2    
В    и  д   и   м    о  с   т    ь  
о    т    н    о  с   и   т    е  л   ь   н   о   П    2    
В    и  д   и   м    о  с   т    ь  
о    т    н  о   с   и   т    е    л  ь   н   о   П   1    
М    2    
а    1    
s    1    
s    2    
 
Рисунок 1.15 – Построение проекции пирамидальной поверхности 
 
3. А1
1В1
1С1
1 и А2
1В2
1С2
1 – проекции линии обреза. 
4. Определить видимость поверхности: 
а. Относительно П1: точки 1 и 2 – фронтально конкурирующие; 
б. Относительно П2: точки 3 и 4 – горизонтально конкурирующие. 
5. Построить М   (рис. 1.16). Точка М принадлежит грани ВСВС, т.к. М2 задана ви-
димой. Через М2 проводят l2  s2, через точку 9(91,92) строят l1  s1 , из точки М2 проводят ли-
нию связи на l1  М1, которая частично невидима, т.к. горизонтальная проекция грани 
В1С1В1С1 – невидима (рис. 1.16). 
6. Построить а(а2)  , ломаную линию а строят по принадлежности ее звеньев соот-
ветствующим граням, для этого на а отмечают точки пересечения с ребрами 51, 61, 71, 81. Из 
каждой точки проводят линию связи до пересечения с соответствующими ребрами,  
(рис. 1.16). 
Видимость а2 определяется видимостью граней, которым принадлежат звенья лома-
ной линии. 
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А    2    
В    2    
С    2    
А    1    
В    1    
(    С  )   1    
В    2    
(    А    2    )   
С    2    
А    1    
В    1    
С    1    
5    1    
(    6    1    )    
(    7    1    )    
8    1    
5    2    
6    2    
8    2    
7    2    
(    М   1    )    
М    2    
а    1    
а    2    
9    2    
9    1    l    1    
l    2    
1    
2    
 
Рисунок 1.16 – Построение точки М и ломаной линии а, принадлежащих  
призматической поверхности Ф 
 
1.6.1.4 Проецирующая призма 
 
 У призматической поверхности все 
ее образующие (ребра) параллельны (l  s). 
Если направление s совпадает с направле-
нием проецирования, то поверхность займет 
проецирующее положение. При этом ее 
ребра на П1 (рис. 1.17) спроецируются в 
точки – 11,21,31,41, а грани в отрезки – 1121; 
2131; 3141; 4111. 
 Если   П1, то ее горизонтальная 
проекция 1 вырождается в линию, которая 
обладает собирательными свойствами и 
называется главной проекцией:   П1, 
М(М2), а(а2), значит М1, а1 = 1. 
1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
1    2    2    2    4    2    3    2    
2    
т    2    
т    1    =   1    =    М   1    =   а  1    
а    2    
М    2    
s    2    
s    1    
 
Рисунок 1.17 – Проецирующая призма 
 Призма может занимать горизонтально, фронтально, профильно проецирующие по-
ложения. 
 
1.7 Задание кривых линейчатых поверхностей 
 
 Продолжаем изучение линейчатых поверхностей. У линейчатых кривых поверхностей 
образующая – l также является прямой линией, а направляющая – m (в отличие от ломаной у 
гранных) кривая линия. Как гранные, так и кривые линейчатые поверхности относятся к раз-
вертывающимся, они могут без деформаций (без складок и разрывов) совмещаться с плоско-
стью (рис. 1.18; 1.19). 
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т    
S    
l    
М    
Л    и  н   и   я   о   б  р   е   з   а   

 
Рисунок 1.18 – Коническая поверхность  
общего вида 
т    
s    
М    
l    
Л    и  н   и   я   о   б  р   е   з   а   

 
 
Рисунок 1.19 – Цилиндрическая поверхность 
общего вида 
 
1.7.1 Задание конической поверхности общего вида на комплексном 
чертеже 
 
 Коническая поверхность образуется перемещением прямолинейной образующей (l) по 
кривой направляющей (m) в каждый момент движения, проходя через некоторую фиксиро-
ванную точку (s). 
 Задача: сконструировать коническую поверхность общего вида ; М(М2), а(а1)  , 
М1, а2 = ? 
Определитель поверхности: (m, S); l  m, l  S. 
1. Задать проекции элементов опре-
делителя: (m, S) (рис. 1.20). 
2. Построить дискретный каркас из 6 
образующих на П1 и П2 (рис. 1.21): 
точками 11, 21, 41 – обозначены точ-
ки, принадлежащие очерковым образую-
щим на горизонтальной проекции, при этом 
41 является точкой касания очерковой к 
направляющей m1;  
точками 12, 22, 32, 42 – обозначены 
точки, принадлежащие очерковым образу-
ющим на фронтальной проекции, при этом 
32, 42 являются точками касания очерковых 
образующих к направляющей m2 . 
S    2    
S    1    
т    2    
т    1    
 
Рисунок 1.20 – Конструирование конической 
поверхности общего вида 
 
 
3. Определить видимость (рис. 1.21): 
а) Относительно П1 точки 5 и 6 – фронтально конкурирующие. 
б) Относительно П2 точки 7 и 8 – горизонтально конкурирующие. 
4. Построить линию обреза, в данном случае сама m является линией обреза. 
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S    2    
S    1    
т    2    
1    2    2    2    
3    2    
4    2    
1    1    
2    1    
4    1    
3    1    
(    5  2    )   =  6    2    
5    1    
6    1    
(    7    1    )    =  8    1    
7    2    
8    2    
В    и  д   и   м    о  с   т   ь  
о    т   н  о   с   и   т   е  л   ь   н   о   П    2    
В    и  д   и   м    о  с   т   ь  
о    т   н  о   с   и   т   е  л   ь   н   о   П    1    
т    1    
а    1    
М    2    
 
Рисунок 1.21 – Построение дискретного каркаса 
 
5. Чтобы построить М1  
(рис 1.22), через М2 проводят образу-
ющую и строят ее горизонтальную 
проекцию, т.к. горизонтальная проек-
ция образующей является невидимой, 
то точка М1 будет невидимой. 
6. Чтобы построить а2  
(рис. 1.22), на а1 отмечают несколько 
точек (чем больше, тем точнее будет 
построена кривая) и строят их по ана-
логии с точкой М, определяют види-
мость а2. 
 
S    2    
S    1    
т    2    
1    2    2    2    
3    2    
4    2    
1    1    
2    1    
4    1    
3    1    
а    2    
а    1    
2    
1    
М    2    
(    М   1    )    
т    1    
А    1    
А    2    
 
Рисунок 1.22 – Построение точки М и линии а, 
принадлежащих конической поверхности 
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1.7.2 Задание цилиндрической поверхности общего вида на  
комплексном чертеже 
 
 Цилиндрическая поверхность образуется перемещением прямолинейной образующей 
(l) по кривой направляющей (m) в каждый момент движения, оставаясь параллельной задан-
ному направлению (s). 
 Задача: сконструировать цилиндрическую поверхность общего вида , М(М2),  
а(а1)  , М1, а2 = ? 
Определитель поверхности:  (m, s); l  m, l  s 
 
1. Задать проекции элементов определителя:  (m, s) (рис. 1.23). 
s    2    
s    1    
т    2    
т    1    
М    2    
а    1    
 
Рисунок 1.23 – Проекции элементов определителя 
 
2. Построить две проекции дискретного каркаса поверхности из пяти образующих. 
а. Прямая s(s1 s2), определяющая направление движения образующей, занимает поло-
жение фронтали. На фронтальной проекции направляющей m2 берется несколько точек  
(12, 22, 32, 42, 52), положение точки 42 определяется образующей, касательной к m2 .Из всех 
точек проводятся линии связи, определяющие положение горизонтальных проекций этих то-
чек (11, 21, 31, 41, 51). 
б. Из точек (12, 22, 32, 42, 52) проводятся образующие, параллельные s2 (рис. 1.24). 
в. Из точек (11, 21, 31, 41, 51) проводятся образующие, параллельные s1 (рис. 1.24). 
г. На П2 строится линия обреза. Длина образующих выбирается одинаковой (можно 
задать в мм, например, 45 мм). Образующие на П2 проецируются без искажения, как фронта-
ли. 
д. Линия обреза на П1 строится по точкам в проекционной связи. 
s    2    
s    1    
т    2    
т    1    1    1    
2    1    
3    1    4    1    
5    1    
1    2    
2    2    
3    2    4    2    
5    2    
М    2    
а    1    
 
Рисунок 1.24 – Построение двух проекций дискретного  
каркаса поверхности 
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3. Построить горизонтальную проекцию линии обреза, определить видимость поверх-
ности (рис. 1.25), с помощью конкурирующих точек А и В или рассуждая о положении обра-
зующих на П1 относительно П2. Образующая, проходящая через точку 11, ближе к наблюда-
телю, чем образующая, проходящая через 51, поэтому на П2 образующая 52 будет невидима. 
 
 
s    2    
s    1    
1    1    
2    1    
3    1    4    1    
5    1    
1    2    
2    2    
3    2    4    2    
5    2    
(    А   2    )   =  В    2    
А    1    
В    1    
М    2    
а    1    
т    2    
т    1    
 
Рисунок 1.25 – Построение горизонтальной проекции линии обреза 
 
4. Обвести поверхность с учетом видимости. Чтобы построить М1, нужно через М2 
провести образующую и построить ее горизонтальную проекцию (рис. 1.26). 
Чтобы построить а2, нужно отметить точки пересечения а1 с образующими поверхно-
сти, построить фронтальные проекции этих точек и соединить плавной кривой с учетом ви-
димости. 
 
s    2    
s    1    
1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
5    1    
1    2    
2    2    
3    2    4    2    
(    5  2    )   
а    1    
а    2    М    2    
М    1    
т    2    
т    1    
 
 
Рисунок 1.26 – Построение точки М и линии а, принадлежащих  
цилиндрической поверхности 
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1.8 Неразвертывающиеся линейчатые поверхности  
с двумя направляющими 
 
 К ним относятся поверхности с плоскостью параллелизма (поверхности Каталана). 
 Линейчатые поверхности с двумя направляющими (m, n), у которых образующая 
прямая линия (l) в каждый момент движения, пересекая направляющие, остается параллель-
ной некоторой неподвижной плоскости, называемой плоскостью параллелизма. 
 Различают три вида таких поверхностей: 
т    2    п    2    
т    1    
п    1    
т    2    
п    2    
т    1    п    1    
т    2    
т    1    п    1    
п    2    
2    
1    
2    
 
 
1. Цилиндроид – если направляющими являются две кривые линии (плоские или 
пространственные) (рис. 1.27, 1.28). 
т    
п    

l    
 
Рисунок 1.27 – Цилиндроид (направляю-
щими являются две плоские кривые  
линии m и n) 
 
т    2    п    2    
т    1    
п    1    
2    
 
Рисунок 1.28 – Цилиндроид (направляю-
щими являются две пространственные  
кривые линии m и n) 
 
2. Коноид – если одна из направляю-
щих прямая линия, а вторая – кривая  
(рис. 1.29). 
 
т    2    
п    2    
т    1    п    1    
1    
 
Рисунок 1.29 – Коноид 
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3. Гиперболический параболоид (косая плоскость) – если обе направляющие – прямые ли-
нии (рис. 1.30). 
т    2    
т    1    п    1    
п    2    
2    
 
Рисунок 1.30 – Гиперболический параболоид 
 
1.8.1 Цилиндроид 
 
Алгоритм построения цилиндроида 
 
Для построения образующих (если 
поверхность уже сконструирована) проводят 
ряд плоскостей, параллельных плоскости па-
раллелизма, и определяют точки их пересе-
чения с направляющими (m, n) (рис. 1.31). 
 
l    1    
l    п  
п    
 
Рисунок 1.31 – Построение образующих  
цилиндроида 
Для удобства построения часто за 
плоскость параллелизма принимают одну из 
плоскостей проекций, тогда образующие 
становятся линиями уровня. 
Задача: сконструировать поверхность 
Ф – цилиндроид, М  Ф, М1 = ? 
1. Задать проекции элементов опреде-
лителя: Ф(m, n, П1) (рис. 1.32) ; 
2. Построить проекции поверхности – 
дискретный каркас из пяти образующих: 
l  m, l  n, l  П1. 
Задать проекции элементов определи-
теля m(m1, m2); n(n1, n2). 
 
т    2    п    2    
т    1    п    1    
1    2    
2    2    
3    2    
4    2    
5    2    
 
Рисунок 1.32 – Проекции элементов  
определителя 
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а) На m2, например, взять 5 точек (но чем больше, тем точнее построение поверхно-
сти) (12, 22, 32, 42, 52) (рис. 1.33); 
б) Через эти точки провести пять l  П1  62, 72, 82, 92, 102 (рис. 1.34), все l2  линиям 
связи, т.е. образующие занимают положение горизонталей. 
т    2    п    2    
т    1    п    1    
1    2    
2    2    
3    2    
4    2    
5    2    6    2    
5    1    
6    1    
 
Рисунок 1.33 – Построение образующей (горизонталь) 
 
в) Построить горизонтальные проекции этих точек на m1 и n1; 
г) Построить горизонтальные проекции образующих, соединяя: 
11-101; 21-91; 31-81; 41-71; 51-61 (рис. 1.34). 
т    2    п    2    
т    1    
п    1    
2    2    
3    2    
4    2    
5    2    6    2    
7    2    
8    2    
9    2    
1    0    2    1    2    
1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
5    1    
1    0    1    
9    1    
8    1    
7    1    6    1     
Рисунок 1.34 – Построение горизонтальных проекций образующих 
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3. Линиями обреза являются 
образующие 1-10, 5-6. 
4. Определить видимость  
(рис. 1.35). 
а) Относительно П2 все обра-
зующие видимы; 
б) Относительно П1: образую-
щая 12102 выше всех, поэтому она ви-
дима на П1. Другим способом: точки 
А и В – горизонтально конкурирую-
щие. Обвести проекции поверхности 
плавной огибающей кривой, учиты-
вая, что это линейчатая, но кривая по-
верхность (рис. 1.36). 
5. Для построения М1 необхо-
димо провести дополнительную обра-
зующую C2D2  C1D1, М1  C1D1. 
Проекции коноида (рис. 1.37) и 
гиперболического параболоида  
(рис. 1.38) строятся аналогично ци-
линдроиду. 
 
1.8.2 Коноид 
 
Т (m, n, П2) 
М(М2)  Т, М1 = ? 
Закон каркаса: l  m, l  n (n  П2), 
l  П2, 
Задать проекции элементов опреде-
лителя m(m1, m2); n(n1, n2). 
n – фронтально проецирующая 
прямая. 
 
1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
5    1    
6    1    7    1    
8    1    
9    1    
1    0    1    
1    2    
2    2    
3    2    
4    2    
5    2    6    2    
7    2    
8    2    
9    2    
1    0    2    
А    1    =   (    В   1    )    
В    2    
А    2    
В    и    д  и   м    о    с  т   ь  
о    т   н  о   с    и  т   е  л   ь   н    о  П    1    
М    2    
М    1    
C    1    
C    2    D    2    
D    1    О    г  и   б   а    ю    щ   а  я   
 
Рисунок 1.35 – Построение точки М,  
принадлежащей цилиндроиду 
т    2    
п    1    
п    2    
т    1    
 
Рисунок 1.36 – Проекции элементов определителя 
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1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
5    1    
6    1    
9    1    
1    2    
2    2    
3    2    
4    2    5    2    6    2    7    2    8    2    
9    2    
7    1    
8    1    
т    1    
т    2    
п    2    
п    1    
2    
1    
М    2    
М    1    
 
Рисунок 1.37 – Построение образующих (фронтали) и точки М 
 
1.8.3 Гиперболический параболоид 
 
Г (m, n, ) а(а2)  Г, а1 = ? 
Закон каркаса: l  m, l  n, l   
2    
т    1    
п    1    
т    2    
п    2    
 
Рисунок 1.38 – Проекции элементов определителя 
Задать проекции элементов определителя m(m1, m2); n(n1, n2). 
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1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
5    1    
6    1    
7    1    
8    1    
9    1    
1    0    1    
1    1  1    
1    2    1    
1    2    
2    2    
3    2    
4    2    
5    2    
6    2    
7    2    
8    2    
9    2    
1    0    2    
1    1  2    
1    2    2    
1    3  2    
1    4    2    
1    4    2    
1    3    2    
т    1    
т    2    п    2    
п    1    
2    
2    
1    
а    2    
а    1    
О    г  и   б   а   ю    щ   а  я   
 
Рисунок 1.39 – Построение образующих и линии q 
 
1.9 Поверхности вращения 
 
 Поверхности вращения широко распространены в технике – это связано с простотой 
их обработки. 
 Поверхность вращения образует, какая-либо линия образующая (l), при ее вращении 
вокруг неподвижной оси (i). 
Образующая (l) может быть как прямая, так и кривая линия – плоская или пространственная. 
 
1.9.1 Свойства поверхности вращения 
 
 Каждая точка образующей (l) при вращении вокруг оси опишет окружность с центром 
на оси, плоскость которой перпендикулярна оси. Эти окружности называются параллелями. 
Все параллели параллельны между собой. 
 Самая большая параллель называется экваториальной (экватор) (рис. 1.40) – точка 
(В) максимально удалена от оси; самая малая параллель называется горловой (горло), у не-
которых поверхностей вращения отмечают верхнюю (С) и нижнюю (D) параллели (часто они 
являются линиями обреза поверхности). 
 Линии, которые получаются в сечении поверхности вращения плоскостями, проходя-
щими через ось, называются меридианами. Все меридианы равны между собой. Каждый 
меридиан рассекается этой плоскостью на два полумеридиана (правый и левый). 
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i    l    
а    
в    
с    
d    D    
В    
А    
С    
l    -   о   б  р   а   з   у   ю    щ   а  я   
i    -   о   с  ь   в   р  а   щ   е  н   и   я   
с    -   в   е  р   х   н   я   я   п   а  р   а   л   л   е   л   ь   
а    -   г   о  р   л   о   
в    -   э   к  в   а   т   о  р   
d    -   н   и  ж    н  я   я   п   а  р   а   л   л   е   л   ь   
л    е  в   ы    й  
п    о  л   у   м    е  р   и   д   и   а   н   
п    р  а   в   ы    й  
п    о  л   у   м    е  р   и   д   и   а   н   
 
Рисунок 1.40 – Пример поверхности вращения.  
Элементы поверхности вращения 
  
При изображении поверхности вращения на комплексном чертеже обычно поверх-
ность располагают так, чтобы ее ось была перпендикулярна к плоскости проекций (напри-
мер, i  П1). Тогда все параллели проецируются на соответствующую плоскость (П1) без ис-
кажения, причем экватор и горло на такой поверхности, как на рисунке 1.40, определяют го-
ризонтальную проекцию поверхности. 
 Меридиан, расположенный во фронтальной плоскости, проецируется без искажения 
на плоскость П2. Этот меридиан называется фронтальным или главным, он определяет 
очерк проекции поверхности на фронтальную плоскость проекций и границу видимости от-
носительно П2. 
 
1.9.2 Комплексный чертеж поверхности вращения общего вида 
 
Задача: построить поверхность вращения 
общего вида, (l, i) l i, i  П1 (рис. 1.41). 
1. Задать проекции элементов определите-
ля, графическая часть определителя может быть 
задана образующей (l) (рис. 1.41) или любой кри-
вой (k), лежащей на поверхности и пересекающей 
все ее параллели. 
 Алгоритм построения 
Если поверхность вращения  задана  
 (i, k), i  П1, то: 
1. Достраивается фронтальная проекция 
левого полумеридиана, проводятся проекции па-
раллелей в виде отрезков прямых (тонкими лини-
ями), перпендикулярных оси (i): горло, экватор, 
нижняя и верхняя; дополнительные параллели 
для точного построения кривой (рис. 1.43). 
 
 
i    
l    
k    

  
Рисунок 1.41 – Проекции элементов  
определителя 
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l    2    
l    1    
i    2    
i    1    
 
Рисунок 1.42 – Проекции определителя. Определитель задан осью – i и  
образующей – l, которая совпадает с плоскостью фронтального меридиана 
 
2. После симметрично достроенного левого полумеридиана основной сплошной лини-
ей обводится очерк на П2 – фронтальный (главный) меридиан. 
3. Горизонтальная проекция поверхности вращения есть концентрично расположен-
ные окружности-параллели, которые проецируются без искажения на П1 (т.к. i  П1) поэтому 
i1 – точка – центр окружностей. Экватор, верхняя параллель, горло на П1 видимы, нижняя – 
невидима, т.к. расположена ниже экватора, а диаметр ее больше горла (рис. 1.43). 
l    2    
l    1    
i    2    
i    1    
*    
*    
*    
*    *    
*    
*    
*    *    
*    
*    
*    
R    R    
 
Рисунок 1.43 – Образование поверхности вращения 
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4. Видимость точек, принадлежащих поверхности, относительно П1 определяется 
особыми параллелями (заштрихованные зоны на фронтальной проекции поверхности): отно-
сительно П2 – главным меридианом (заштрихованная зона на горизонтальной проекции), 
(рис. 1.44) 
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Рисунок 1.44 – Определение видимости точек, принадлежащих поверхности 
 
5. Пусть А(А2) и В(В2)   , А1 и В2 = ? Чтобы построить вторую проекцию точки, 
лежащую на поверхности, через заданную проекцию точки проводят параллель: 
а) Через точку А2 проводят окружность – параллель (n2). Замеряют радиус этой парал-
лели от оси до очерка и строят ее горизонтальную проекцию (n1). Из точки А2 проводят ли-
нию связи на n1 , которая пересекает n1 в двух точках, выбирают нижнюю, т.к. А2 видима, 
т.е. точка А2 находится перед главным меридианом. Определяют видимость точки А1 – она 
невидима, т.к. расположена ниже экватора (в незаштрихованной зоне); 
б) Через точку В1 проводят параллель m1, отмечают точку пересечения с главным ме-
ридианом М1, по принадлежности ему отмечают М2, М2
1, выбирают М2, т.к. В1 на П1 видима, 
т.е. ее параллель на П2 должна находиться в зоне видимости относительно П1. Через М2 про-
водят фронтальную проекцию этой параллели m2, из точки В1 проводят линию связи до пе-
ресечения с m2. 
Точка В2 – невидима, т.к. на В1 находится в незаштрихованной зоне, т.е. за главным 
меридианом. 
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1.9.3 Поверхности вращения второго порядка 
1.9.3.1 Цилиндр вращения 
 Цилиндр вращения образуется вращением образующей – l (прямой линией) вокруг 
параллельной ей оси. 
Г(i.l), а(а2)  Г; а1, а3 = ? 
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Рисунок 1.45 – Цилиндр вращения. Построение линии а, принадлежащей  
поверхности цилиндра 
 
 Алгоритм построения 
1) i  П1, l  i, l – горизонтально проецирующая прямая, значит Г  П1 – цилиндр за-
нимает проецирующее положение относительно П1; 
2) Г1 – главная проекция, которая обладает собирательными свойствами, поэтому  
а1 = Г1; 
3) а3 строится по свойству принадлежности линии данной поверхности (а  Г)  
(см. рис. 1.45); 
4) Точка 3 расположена на профильном меридиане, поэтому точка 33 является  
границей видимости на П3 . 
1.9.3.2 Конус вращения 
 Конус вращения образуется вращением образующей – l (прямой линией) вокруг оси, 
которую она пересекает  (i, l), a(а2)  ; а1, а3 = ?   i  П1, l  i; l – занимает положение 
прямой уровня (фронтали) l – прямая линия, поэтому цилиндр и конус относят так же и к ли-
нейчатым поверхностям.  
Например, конус можно задать другим способом, как линейчатую поверхность  
 (m, S), S – фиксированная точка, m (окружность, основание конуса) – неподвижная 
направляющая. Или как циклическую поверхность  (m, l), у которой l – образующая есть 
монотонно меняющаяся окружность, движущаяся по неподвижной направляющей (прямой 
линии) – m. 
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Рисунок 1.46 – Конус вращения. Построение линии а,  
принадлежащей поверхности конуса 
 
Алгоритм построения а1, а3  
1. Сначала отмечают на а2 особые точки (рис. 1.46). Точка 12  11, 13 - по принадлеж-
ности окружности основания. Точка 42  41, 43 - по принадлежности главному меридиану. 
2. Промежуточные: 32  31, 33 по принадлежности параллели радиусом – R23 
3. Точка 22  21 по принадлежности параллели – R22.  22 - 23 по принадлежности про-
фильному меридиану. 
Видимость кривой – а: 
1) на П1 кривая а1 видима, т.к. на П1 видима вся поверхность; 
2) на П3 границей видимости служит профильный меридиан (точка 23). 
 
 1.9.3.3 Сфера 
Сфера образуется вращением окружности (l) вокруг оси (ее диаметра) (i) Г(i l), –  
сфера, i  П1 А (А2)  Г; А1, А3 = ? 
 32
а    2    
а    1    
а    3    
в    1    
в    2    в    3    с    2    
с    1    
с    3    
*    *    
R    2    
А    2    
*    
(    А    1    )    
А    3    
В    и  д   и   м    о  с   т   ь  
о    т   н  о   с   и   т   е  л   ь   н   о   1    
В    и  д   и   м    о  с   т   ь  
о    т   н  о   с   и   т   е  л   ь   н   о   2    
В    и  д   и   м    о  с   т   ь  
о    т   н  о   с   и   -   
т    е  л   ь   н   о   3    
y    
y    
R  
  
2  
  
l    2    
l    1    
у    
у    
 
Рисунок 1.47 – Сфера. Построение проекций точки А, принадлежащей поверхности 
сферы. а (а1, а2, а3) – экватор, определяет видимость относительно П1;  
в (в1, в2, в3) – главный (фронтальный) меридиан, определяет видимость относительно П2; 
с (с1, с2, с3) – профильный меридиан, определяет видимость относительно П3. 
 
Алгоритм построения точки  А (А1, А3) 
1. а) Для построения А1 через точку А2 (задана видимой) проводят параллель, замеря-
ют радиус – R2 (от оси до очерка), строят горизонтальную проекцию этой параллели, прово-
дят линию связи из точки А2  А1. 
б) Определяют видимость А1 – невидима, т.к. точка А (А2) на расположена ниже эква-
тора (на П2 – в незаштрихованной зоне). 
2. а) Для построения А3 из точки А2 проводят линию связи на П3, на П1 замеряют рас-
стояние от фронтального меридиана (в1) – у (параллельно оси Y), переносят на П3, отклады-
вая от проекции фронтального меридиана (в3) по линии связи (параллельно оси Y  А3. 
б) Определяют видимость А3 – видима, т.к. точка А(А1) на П1 расположена перед про-
фильным меридианом (на П1 в заштрихованной зоне) (рис. 1.47). 
 
Пример:  (i, l), а (а2)  , а1, а3 = ? (рис. 1.48). 
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Рисунок 1.48 – Сфера. Построение проекций линии (1-3), принадлежащей  
поверхности сферы 
 
1. Сначала отмечают особые точки (рис. 1.48): 
Точка 22  21, 23 – по принадлежности экватору; 
Точки 12  11, 13 и 32  31, 33 – по принадлежности главному меридиану; 
Точка 52  51, 53 - по принадлежности профильному меридиану. 
2. Промежуточные: 4, 6, 7 находят с помощью параллелей, радиусы которых замеряют 
от оси до очерка на П2. Профильные проекции точек находят см. (рис. 1.47)  А3. 
Особые параллели и точки на них являются границами видимости кривой на со-
ответствующих проекциях сферы. 
 
 Поверхности вращения второго порядка – это поверхности, образованные враще-
нием кривой второго порядка вокруг оси, лежащей в плоскости симметрии кривой. 
1.9.3.4 Эллипсоид вращения 
Образуется вращением эллипса вокруг оси (рис. 1.49). 
А    
 
Рисунок 1.49 – Эллипсоид вращения 
Эллипсоид сжатый 
Эллипс вращается вокруг малой оси (рис. 1.50) 
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Рисунок 1.50 – Эллипсоид сжатый 
Эллипсоид вытянутый 
Эллипс вращается вокруг большой оси (рис. 1.51) 
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Рисунок 1.51 – Эллипсоид вытянутый 
 
1.9.3.5 Параболоид вращения 
Образуется вращением параболы вокруг её оси (рис. 1.52). 
 35
i    
l    
м    
i    1    
i    2    l    2    
l    1    м    1    
м    2    
 
Рисунок 1.52 – Параболоид вращения 
  
Параболоид применяется в прожекторах и 
фарах автомобилей, где используются фокальные 
свойства параболы; если в фокусе параболы поме-
стить источник света, то световые лучи, отражаясь 
от параболы, будут распространяться параллельно 
друг другу (рис. 1.52-1). На этом же свойстве ос-
новано и действие звукоуловителей и радиотеле-
скопов.  
Рисунок 1.52-1 – Фокальные свойства 
параболы 
 
 
1.9.3.6 Гиперболоид вращения 
 Образуется вращением гиперболы вокруг её оси. 
Различают однополостный и двуполостный гиперболоиды вращения. 
Однополостный (рис. 1.53) образуется при вращении гиперболы вокруг мнимой оси  
(рис. 1.54). Поверхность однополостного гиперболоида может быть образована и вращением 
прямой линии вокруг скрещивающейся с ней оси (рис. 1.55). 
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Рисунок 1.53 – Однополостный гиперболоид вращения 
 
Определитель однополостного гиперболоида (образующая – прямая линия). Образу-
ющая и ось скрещивающиеся прямые. Эту поверхность относят и к линейчатым поверхно-
стям  (l, i  П1, l  i) (рис. 1.54). 
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Рисунок 1.54 – Определитель однополостного 
гиперболоида  (l, i  П1) 
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Рисунок 1.55 – Определитель однополостного 
гиперболоида  
(образующая – прямая линия) 
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Рисунок 1.56 – Двуполостный гиперболоид вращения образуется при вращении  
гиперболы вокруг ее действительной оси 
 
 Один из способов (рис. 1.57) построения однополостного гиперболоида: т.к. горизон-
тальные проекции всех образующих должны касаться проекции горловой окружности, то 
каждое последующее положение прямолинейной образующей можно создавать проведением 
касательных к проекции окружности горла. 
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Рисунок 1.57 – Один из способов  построения однополостного гиперболоида 
 
 Выдающийся русский инженер В. Г. Шухов (1921г.) предложил использовать однопо-
лостный гиперболоид для строительства прочных и технологичных конструкций (радиомачт, 
водонапорных башен, маяков). 
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 Алгоритм построения, если поверхность задана параллелями и расстоянием (l) от эк-
ватора до горла (рис. 1.57): 
1. Разбить горловую (А, В, С...) и нижнюю (1,2,3,..) параллели на 12 равных частей; 
2. Из точки 41 провести образующие так, чтобы они были касательными к горловой 
параллели (т.е. через В1 и Е1), на горизонтальной проекции верхней параллели получим точ-
ку Р1, которая определит положение верхней параллели на фронтальной проекции. Эти обра-
зующие и на П2 пройдут через те же точки (42, В2, Е2). 
3. Для остальных точек построение повторить. 
Только три поверхности вращения второго порядка имеют в качестве образующей 
прямую линию. В зависимости от расположения этой прямой относительно оси, можно по-
лучить три вида линейчатых поверхностей вращения второго порядка: 
1. Цилиндр, если образующая параллельна оси вращения, x2 + y2 = R2; 
2. Конус, если образующая пересекает ось вращения, k2(x2 + y2) – z2 = 0; 
3. Однополостный гиперболоид вращения, если ось и образующая скрещиваются, 
(x2 + y2) / a2 – z2 / d2 = 0. 
 
Алгоритм построения главного меридиана однополостного гиперболоида,  (i, l) 
(образующая - прямая линия) 
При построении однополостного гиперболоида, как линейчатой поверхности, главный 
(фронтальный меридиан) строится по точкам, чем больше точек, тем точнее построения. Рас-
смотрим алгоритм построения одной точки (Е), взятой на образующей. 
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Рисунок 1.58 – Графический алгоритм построения одной точки (Е) 
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5    2    
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Рисунок 1.59 – Графический алгоритм построения поверхности 
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1) задать проекции определителя  
 (i, l), i  П1 (рис. 1.59); 
2) распределить точки на l1, которые 
определят положение будущих параллелей 
на П1 и П2; 
точка 1(11) – определит положение 
горловой параллели (т.к. это ближайшая 
точка к оси вращения); 
точка 2(21) – определит положение 
верхней параллели; 
точка 3(31) – определит положение 
нижней параллели и одновременно будет 
экватором; 
точки 4, 5, 6(41, 51, 61) – промежуточ-
ные точки; 
3) точки (11.....61  12....62); 
4) далее все точки нужно ввести в 
плоскость фронтального меридиана (рис. 
1.60), используя основное свойство поверх-
ности вращения: каждая точка вращается 
вокруг оси по окружности (паралле-
ли),плоскость которой перпендикулярна 
оси, точки 11.......61  11’.......61’, точки 
11’.......61’  12’.......62’; 
5) полученные точки соединить 
плавной кривой  правый полумеридиан 
(рис. 1.61); 
6) все полумеридианы поверхностей 
вращения равны, поэтому симметрично 
правому достраиваем левый (рис. 1.62); 
7) определить видимость поверхно-
сти (см. рис. 1.62). 
9) А(А2) и В(В1)  , А1, В2 = ? 
 
Точки находят так же, как на любой 
поверхности вращения. 
а) Через точку А2 проводят параллель 
до пересечения с главным (фронтальным) 
меридианом (точка М2), М2  М1. Через М1 
проводят горизонтальную проекцию этой 
параллели или замеряют радиус этой парал-
лели на П2 и проводят на П1. 
 
1    1    2    1    
3    1    6    1    5    1    4    1    
1    2    
2    2    
3    2    
6    2    
5    2    
4    2    
П    л  о   с   к   о   с   т   ь  
ф    р  о   н   т   а  л   ь   н   о   г   о   
м    е  р   и   д   и   а   н   а   
у    в  е   л   и   ч   е   н   о   
1    1     2    1     3    1    4    1    
5    1    =    6   1    
 Рисунок 1.60 – Ввод точек в плоскость фрон-
тального меридиана 
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1    1    
2    1    
3    1    4    1    
4    2    
2    2    
3    2    
6    2    
5    2    
1    2    
у    в  е   л   и   ч   е   н   о   
(    А   2    )   
В    1    
5    1    =    6   1    
  
Рисунок 1.61 – Построение правого полу-
меридиана 
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Рисунок 1.62 – Построение левого полумеридиана. Определение видимости.  
Построение точек, принадлежащих поверхности гиперболоида 
 
Проводят линию связи из точки А2, которая пересекает построенную параллель в двух 
точках, выбрать нужно верхнюю, т.к. точка А2 в скобках, значит она находится за фронталь-
ным меридианом (сзади). Точку А1 нужно взять в скобки, т.к. она не расположена в зоне ви-
димости (в не заштрихованной зоне). 
б) Через точку В1 проводят параллель (вводят в плоскость фронтального меридиана  
N1), N1  N2. Через N2 проводят фронтальную проекцию этой параллели, из В1 проводят ли-
нию связи  В2. Точка В2 – видима, т.к. В1 находится перед фронтальным меридианом. 
 
1.9.3.7 Тор – поверхность вращения 4 порядка 
 Как Вы думаете, что имеют общего бублик с маком и термоядерный реактор? Да, их 
объединяет конфигурация торовой поверхности. Форму тора имеют обода маховиков и шки-
вов, галтели - плавные переходы от одной поверхности изделия к другой, создаваемые с це-
лью уменьшения напряжений в месте перехода. 
 Поверхность тора образуется при вращении окружности вокруг оси, располо-
женной в плоскости этой окружности, но не проходящей через ее центр. Определитель 
 (l, i) l  i. 
 Произвольная прямая пересекает тор в общем случае в четырех точках, следователь-
но, это поверхность четвертого порядка (рис. 1.63,а, рис. 1.63,б). 
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Рисунок1.63,а – Образование тороидальной поверхности  
 
Открытый тор 
R < a 
Или тор – кольцо. Внутренняя его часть называется глоболоидом 
R    
а    
l    
l    1    
l    2    
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3    
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П    р  о   и   з  в   о   л   ь   н   а   я   
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Рисунок 1.63,б – Открытый тор 
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Закрытый тор 
(Самосоприкасающийся) 
R = a 
l    1    
l    2    
l    
а    
R   
 
 
Рисунок 1.64 – Закрытый тор (самосоприка-
сающийся) 
Закрытый тор 
(самопересекающийся) 
R > a  (тор – яблоко) 
R    
а    
l    
l    1    
l    2    
 
Рисунок 1.65 – Закрытый тор (самопересека-
ющийся, тор – яблоко) 
Закрытый тор 
(тор - лимон) 
l    
l    1    
l    2    
R    
 
Рисунок 1.66 – Закрытый тор (лимон) 
 
Глоболоид 
 
l    
l    1    
l    2    
R   
 
 
Рисунок 1.67 – Глоболоид (внутренняя часть 
тора) 
Сконструировать поверхность: тор-кольцо  (l, i), i  П2 n(n2)  , n1 = ? 
Алгоритм: 
1. Задать проекции элементов определителя (рис. 1.68). 
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i    2    
i    1    
l    2    
l    1    
 
Рисунок 1.68 – Проекции элементов определителя тора 
 
2. Построить горизонтальную проекцию правого полумеридиана. 
i    2    
i    1    
п    р  а   в   ы    й  
п    о  л   у   м    е  р   и   д   и   а   н   
 
Рисунок 1.69 – Горизонтальная проекция правого полумеридиана 
 
3. Достроить левый полумеридиан симметрично правому. 
 
4. Фронтальная проекция – это концентрично расположенные особые параллели. 
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Рисунок 1.70 – Элементы тора (a – горло; в – экватор; с – дальняя параллель; 
 d – ближняя параллель) 
 
5. Алгоритм построения n1 (рис. 1.71; рис.1.72): 
Кривую n1 строят по точкам, используя свойство принадлежности точки поверхности, 
проводя через точку простейшую линию. Для тора, как и для всех поверхностей вращения, 
простейшей является параллель (окружность). 
а) Сначала выбирают особые точки (рис.1.71): 1(12) и 2(22)  экватору, 3(32) = 4(42) и 
7(72) = 8(82)  ближней и дальней параллелям, 5(52) = 6(62) главному меридиану (или обра-
зующей l2), 9(92) = 10(102) определяют положение точек, максимально приближенных к оси 
(кратчайшее расстояние между ветвями кривой), т.е. эти точки будут расположены на самых 
малых параллелях. 
Все особые точки, кроме 9,10, находятся без дополнительных построений. 
Для построения точек 9,10 проводят через 92(102) параллели до пересечения с глав-
ным меридианом  K2(L2). 
Находят положение этих точек K1(L1), на П1, через них проводят горизонтальные про-
екции параллелей, на которые проводят линии связи из соответствующих точек  
92(102)  91,101. 
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Рисунок 1.71 – Построение опорных точек линии n, лежащей на поверхности тора 
  
б) Промежуточные точки (рис. 1.72.): 11(12), 13(14), 15(16) строят по аналогии с точ-
ками 9(10), с помощью параллелей A2(B2), C2(D2), M2(N2). 
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Рисунок 1.72 – Построение промежуточных точек линии n, лежащей  
на поверхности тора 
 
в) Плавной кривой соединяют все точки. 
г) Видимость кривой n1 определяется ближней и дальней параллелями  
(точками 7 и 8), т.е. кривая n на П1 будет видима от точки 71 до точки 81 через 21. 
 
1.10 Винтовые поверхности 
 
 Как Вы думаете, какое свойство винтовых поверхностей обеспечивает им широкое 
применение в технике: винты, шнеки, сверла, пружины? 
 Оказывается, эти поверхности могут сдвигаться, т.е. совершая винтовое перемещение, 
поверхность скользит вдоль самой себя. 
 Винтовой называется поверхность, которая описывается какой-либо линией (образу-
ющей) при ее винтовом движении. Как уже отмечалось, что винтовое движение является 
сложным движением, при котором каждая точка образующей совершает одновременно два 
движения: вращательное и поступательное. При этом вращение происходит вокруг оси вин-
та, а поступательное вдоль оси винта. 
 Если образующая - прямая линия, то поверхность называется линейчатой вин-
товой поверхностью или геликоидом. Геликоид является основой образования резьбы.  
 Геликоиды подразделяются на прямые и наклонные в зависимости от того, перпен-
дикулярна образующая к оси геликоида или наклонена.  
 Шагом винтовой поверхности называется линейное перемещение образующей за 
один полный оборот.  
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1.10.1 Прямой геликоид 
Прямой геликоид образуется движени-
ем прямолинейной образующей -– l по двум 
направляющим, оставаясь в любой момент 
движения  оси, (i, m), А(А2)  , А1 = ? 
i – ось цилиндрической винтовой линии; 
m – цилиндрическая винтовая линия. 
Закон каркаса: l  i, l  m, l  i 
 
Прямой геликоид может быть отнесен к 
числу коноидов и назван винтовым коноидом 
(плоскость параллелизма перпендикулярна оси, 
i и m - направляющие). 
1.10.2 Наклонный геликоид 
Наклонный геликоид отличается от 
прямого тем, что его прямолинейная образую-
щая при винтовом перемещении пересекает ось 
геликоида под постоянным углом, отличным 
от прямого. Иначе говоря, образующая (l-
прямая линия) наклонного геликоида при вин-
товом движении скользит по двум неподвиж-
ным направляющим (ось и цилиндрическая 
винтовая линия, как и у прямого), причем во 
всех своих положениях угол наклона образую-
щей к оси не меняется. Поэтому можно сказать, 
что образующая в каждый момент движения 
будет параллельна соответствующим образую-
щим некоторого конуса вращения, называемого 
направляющим конусом. 
Построить наклонный геликоид Ф(i, m): 
i – ось цилиндрической винтовой линии; 
m – цилиндрическая винтовая линия. 
Закон каркаса: l  i, l  m, l не  i ,  
i  П1 
Алгоритм построения 
1. Задать проекции элементов определи-
теля: построить цилиндрическую винтовую ли-
нию из 12 точек (рис. 1.74). 
2. Задать проекции направляющего кону-
са (провести 12 образующих) (рис. 1.75), наклон 
образующих которого к оси определит угол 
наклона образующих геликоида. Углы  у обра-
зующих конуса (12
1) и геликоида (12) не иска-
жаются, т. к. эти образующие занимают поло-
жение фронтали. 
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Рисунок 1.73 – Проекции элементов опре-
делителя поверхности прямого геликоида 
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Рисунок 1.74 – Проекции элементов  
определителя наклонного геликоида 
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Рисунок 1.75 – Проекции направляющего конуса 
 
3. Построение геликоида начинаем с горизонтальной проекции. Из точек 11 и 21 про-
вести образующие геликоида параллельно соответствующим образующим конуса 11
1 и 21
1 до 
пересечения с осью – i1 (рис. 1.76). 
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Рисунок 1.76 – Начало построения геликоида 
 
4. На фронтальной проекции из точек 12 и 22 провести образующие геликоида парал-
лельно соответствующим образующим конуса 12
1 и 22
1 до пересечения с осью – i2. 
5. Остальные образующие геликоида строим таким же образом. 
Направляющий конус может быть соосным с наклонным геликоидом (рис. 1.77). 
 49
1    2    1    
1    1    =   1  3  1    
2    1    
3    1    4    1    
5    1    
6    1    
7    1    
8    1    
9    1    
1    0    1    
1    1  1    
1    2    2    
1    2    
2    2    
3    2    
4    2    
5    2    
6    2    
7    2    
8    2    (    9    2    )   
1    0    2    
1    1  2    
1    3  2    
А    2    (   В    2    )   
А    1    
В    1    
п    л  о   с   к   о   с   т    ь  2    С    2    D    2    
C    1    
D    1    
Н    а  п   р   а   в   л   я   ю    щ   и  й   
к    о  н   у   с   
С    п  и   р   а   л   ь   
А    р  х   и   м    е  д   а   
(    м    2    )   
N    2    
2    
1    
т    1    
т    2    
1    
2    
l    1    
l    2    
В    и  д   и   м    о  с   т   ь  
о    т   н  о   с   и   т   е  л   ь   н   о   П    2    
у  
  в
 
е  
 
л  
 
и  
 
ч  
 
е  
 
н  
 
о  
 
 
Рисунок 1.77 – Построение наклонного геликоида 
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6. Определить видимость поверхности, как всегда, с помощью конкурирующих точек, 
например, выбрать фронтально конкурирующие А2 = В2, т.е. образующая 32 закрывает обра-
зующую 22, направляющая и образующие от точки 8 до точки 10 - невидимы. 
7. Обвести проекции поверхности на П2 с учетом видимости. Очертание геликоида на 
фронтальной проекции получается как огибающая семейство прямолинейных образующих. 
8. В сечении геликоида плоскостью (2), перпендикулярной ее оси, получается спи-
раль Архимеда. 
 Каркас образующих наклонного геликоида можно построить и без применения 
направляющего конуса. 
 Образующие 12М2 и 132N2  П2, т.е. занимают положение фронталей, поэтому при за-
данном угле наклона образующей геликоида сразу определяют положение точек М2 и N2. 
 Расстояние (шаг) между этими точками делят на 12 равных частей и соединяют с со-
ответствующими точками на цилиндрической винтовой направляющей. 
 
1.11 Контрольные вопросы 
1. Что означает "кинематический принцип образования поверхности"? 
2. Что называется определителем поверхности? 
3. Какие поверхности называются линейчатыми? 
4. Сформулируйте признак принадлежности точки поверхности. 
5. Перечислите поверхности вращения второго порядка. 
6. Назовите поверхности с плоскостью параллелизма. 
7. Какие поверхности могут занимать проецирующее положение? 
 
1.12 Справочный материал 
1.12.1 Задание плоскости на комплексном чертеже 
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1.12.2 Задание поверхности на комплексном чертеже 
(геометрическая часть определителя некоторых поверхностей) 
Л    и  н   е   й   ч   а   т   ы    е  п   о  в   е   р   х   н   о   с   т   и  
П    и  р   а   м    и  д   а   л   ь   н   а   я   п   о  в   е   р   х   н   о   с   т   ь  
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2 ВЗАИМНОЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР 
 
 В данном смысловом модуле вы научитесь находить общий элемент пересекающихся 
геометрических фигур в пространстве, овладеете алгоритмом построения проекций элемен-
тов пересечения геометрических фигур, занимающих различное положение относительно 
плоскостей проекций. 
 В технике детали большинства изделий имеют формы, представляющие собой по-
верхности, пересечённые либо плоскостями, либо другими поверхностями. Для того, чтобы 
проектировать и изготавливать такие изделия, необходимо научиться строить линии пересе-
чения различных геометрических фигур. В этом вам поможет данный раздел начертательной 
геометрии. 
 Позиционными задачами называют такие, в которых определяется взаимное 
расположение геометрических фигур в пространстве. 
Как Вам уже известно, существует три типа позиционных задач: 
1. Взаимный порядок геометрических фигур. 
2. Взаимная принадлежность геометрических фигур. 
3. Взаимное пересечение геометрических фигур. 
 Первые две задачи были рассмотрены в предыдущих разделах курса. Взаимный поря-
док геометрических фигур — это расположение геометрических фигур относительно плос-
костей проекций и наблюдателя: "ближе - дальше", "выше - ниже", "левее - правее" и т.д.  
 Взаимная принадлежность геометрических фигур - это "точка принадлежит ...", "пря-
мая принадлежит ..." и т.д. 
 Рассмотрим подробнее всё многообразие решений третьего типа задач. 
Две геометрические фигуры, пересекаясь, дают общий элемент: 
1. Прямая с прямой - точку (а  b  К). 
2. Прямая с плоскостью - точку (а    К). 
3. Прямая с поверхностью - одну или несколько точек (а    К, М ...). 
4. Плоскость с плоскостью - прямую линию (  Г  а). 
5. Плоскость с поверхностью - плоскую кривую или плоскую ломаную (    m). 
6. Поверхность с поверхностью – пространственную кривую или несколько про-
странственных кривых, которые, в свою очередь, могут состоять из плоских кривых 
или плоских ломаных (    m). 
 Из всего многообразия этих задач выделяются две общие задачи, которые называют 
главными позиционными задачами: 
 Первая главная позиционная задача (1 ГПЗ) – пересечение линии с поверхностью 
(первые три задачи). 
 Вторая главная позиционная задача (2 ГПЗ) – взаимное пересечение двух поверх-
ностей (4, 5 и 6 задачи). 
 При этом следует помнить, что плоскость – это частный случай поверхности, поэтому 
условимся пересечение плоскостей или плоскости с поверхностью относить ко 2 ГПЗ. 
 При решении 2 ГПЗ сначала необходимо выяснить, что будет являться общим элемен-
том у двух пересекающихся поверхностей. Чаще всего бывает следующее: 
а). Пересекаются два многогранника – общий элемент есть пространственная лома-
ная линия, состоящая из отдельных звеньев (каждое звено - прямая линия), как результат пе-
ресечения граней многогранников; звенья между собой соединены в точках А, В, С ..., кото-
рые представляют собой точки пересечения рёбер первого многогранника с гранями второго 
и наоборот (рис. 2.1). 
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Рисунок 2.1 – Пространственная замкнутая ломаная линия  
 
б). Пересекаются многогранник с кривой поверхностью (например, тор с пирами-
дой). Общий элемент – пространственная кривая линия, состоящая из отдельных звеньев. 
Каждое звено есть результат пересечения граней многогранника с кривой поверхностью 
(звенья m, n, k ...– есть плоские кривые). Звенья между собой соединены в точках А, В, С, D, 
которые представляют собой результат пересечения рёбер многогранника с кривой поверх-
ностью (рис. 2.2,а). 
А    
В    С    
D    
m    n    
k    
l     
Рисунок 2.2,а. – Пространственная кривая линия, 
состоящая из отдельных звеньев 
 
Рисунок 2.2,б. – Пространственная кри-
вая линия 
 
в). Пересекаются две кривые поверхности (например, сфера с конусом). Общий 
элемент – пространственная кривая линия (рис. 2.2,б). 
 Далее необходимо определить количество общих элементов пересекающихся по-
верхностей. Определяется оно в зависимости от характера пересечения поверхностей. 
 
2.1 Характер пересечения поверхностей 
 Например, пересекаются конус Ф, окружность основания которого параллельна П1, и 
фронтально проецирующий цилиндр  , (рис. 2.3). 
 Такой характер пересечения, когда одна из поверхностей насквозь пронзает  
другую, называется чистое проницание. В этом случае линий пересечения две (на рис. 2.3 
это m и n). 
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2    =    т   2    =    п  2    
Ф    1    
1    
т    1    
п    1    
S    2    
S    1    
 
Рисунок 2.3 – Характер пересечения поверхностей (чистое проницание) 
 
 Характер пересечения поверхностей, представленный на рисунке 2.4, когда очерки 
поверхностей касаются в одной точке, является частным случаем проницания, когда линий 
пересечения две (m и n), но с одной общей точкой (А). 
Ф    2    2    =    т   2    =    п  2    
Ф    1    1    
S    2    
S    1    
п  
  
1   
 
т    1    А    1    
А    2    
 
Рисунок 2.4 – Характер пересечения поверхностей (частный случай проницания) 
 
 Характер пересечения поверхностей, представленный на рисунке 2.5, когда одна из 
поверхностей "вдавливается" в другую, называется вмятие. В этом случае линия пересече-
ния одна (на рис. 2.5 это – m). 
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Рисунок 2.5 – Характер пересечения поверхностей (вмятие) 
 
2.2 Решение главных позиционных задач 
2.2.1 Три случая. Три алгоритма 
 Способ решения главных позиционных задач, или алгоритм решения, зависит от рас-
положения пересекающихся геометрических фигур относительно плоскостей проекций. 
Здесь имеет место три случая: 
1. Обе пересекающиеся фигуры занимают проецирующее положение. Задачи реша-
ются по первому алгоритму. 
2. Одна из пересекающихся фигур – проецирующая, другая – непроецирующая. За-
дачи решаются по второму алгоритму. 
3. Обе пересекающиеся фигуры – непроецирующие. Задачи решаются по третьему 
алгоритму. 
 Здесь уместно вспомнить, какие фигуры могут занимать проецирующее положение. 
Таковыми являются: прямая, плоскость, а из всех известных нам поверхностей проециру-
ющее положение могут занимать только призматическая поверхность (частный случай - 
призма) и цилиндрическая поверхность (частный случай – прямой круговой цилиндр). 
На рисунке 2.6 показаны примеры горизонтально проецирующих фигур. Напомним, что 
главными проекциями у них являются: у прямой а – точка а1, у плоскости  – прямая 1, у 
призмы  – треугольник 1 (а в общем случае – или ломаная линия, или любой многоуголь-
ник), у цилиндра Г – окружность Г1 (в общем случае – замкнутая или разомкнутая кривая). 
Напомним также, что главные проекции проецирующих фигур обладают "собирательны-
ми" свойствами (рис. 2.6). 
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Рисунок 2.6 – Примеры горизонтально проецирующих фигур 
 
2.2.2 Первый алгоритм  
 Решение задач в случае, когда обе пересекающиеся фигуры занимают проециру-
ющее положение. 
Решение рассмотрим на конкретном примере. 
Задача: Найти проекции точки пересечения горизонтально-проецирующей плоскости  
(m || n) с фронтально-проецирующей прямой а, (рис. 2.7). 
а    2    =   К    2    
а    1    
1    =    т   1    =   п    1    
К    1    
т    2    
п    2    
2    
 
Рисунок 2.7 – Решение задачи по 1 алгоритму 
 
Алгоритм: Так как в пересечении участвует прямая линия (а), то это – первая глав-
ная позиционная задача. Обе пересекающиеся фигуры – проецирующие относительно раз-
ных плоскостей проекций. Решение начинаем с фронтальной проекции. 
1. Точка К является общим элементом плоскости  и прямой а, следовательно, К 
и Ка. Но, если Ка, то К2а2, а, поскольку а2 - это точка (главная проекция, обла-
дающая собирательными свойствами), то К2=а2. 
2. Находим горизонтальную проекцию точки К. Так как плоскость  на П1 проеци-
руется в прямую линию 1, то К1, как общий элемент  и а, будет располагаться на 
пересечении 1 и а1. 
Выполним краткую алгоритмическую запись вышеизложенного: 
(m || n)  а = К; 1 ГПЗ, 1 алгоритм. 
1. К  а, а  П2  К2 = а2. 
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2. К  а, К  ,   П1  К1 = 1  а1. 
 Таким образом, решение 1 ГПЗ по первому алгоритму заключается в следующем: 
 Проекции общего элемента на чертеже уже присутствуют. Они совпадают с 
главными проекциями проецирующих фигур. Решение сводится к их нахождению и обо-
значению. 
 Вторую главную позиционную задачу решим в соответствии с рассмотренным ал-
горитмом. 
Задача: найти проекции линии пере-
сечения горизонтально проецирующего ци-
линдра Ф с фронтально проецирующей 
призмой Г (рис. 2.8). 
Алгоритм: Пересекаются две поверх-
ности, это – 2 ГПЗ. Вначале анализируем, 
что должно получиться в результате пересе-
чения. Так как характер пересечения – вмя-
тие, то общим элементом должна быть одна 
пространственная линия - m. 
 Обе фигуры, проецирующие относи-
тельно разных плоскостей проекций. Следо-
вательно, согласно 1 алгоритму, проекции 
общего элемента должны совпадать с глав-
ными проекциями поверхностей. На фрон-
тальной проекции m2 должна совпадать с Г2. 
Однако из чертежа (рис. 2.8) видно, что часть 
главной проекции призмы Г2 выходит за пре-
делы цилиндра, а это означает, что совпаде-
ние проекции линии пересечения m2 с глав-
ной проекцией призмы Г2 только частичное. 
Следовательно, нужно найти границы общей 
части. 
 На рисунке 2.9 линия m2, совпадаю-
щая с Г2 в пределах цилиндра, выделена 
красным цветом – это фронтальная проекция 
линии пересечения поверхностей. 
 Аналогичные рассуждения проведём 
для нахождения горизонтальной проекции 
линии пересечения m1. Она совпадает с глав-
ной проекцией цилиндра Ф1 в пределах 
призмы. 
Алгоритмическая запись будет выгля-
деть следующим образом: 
Ф  Г = m; 2 ГПЗ, 1 алгоритм. 
1. m  Г, Г  П2  m2 = Г2 
2. m  ,   П1  m1 = 1. 
Ф    2    Г    2    
Г    1    
Ф    1    
 
Рисунок 2.8 – Условие 2 ГПЗ 
 
Ф    2    
Г    2    
Г    1    
Ф    1    
т    2    
т    1    
 
Рисунок 2.9 – Проекции линии  
пересечения m 
Проанализируем, из чего состоит линия пересечения m. Как мы уже предполагали, это 
пространственная линия. Она состоит из двух плоских кривых а и b (рис. 2.10, 2.11), полу-
чающихся от пересечения цилиндра двумя гранями призмы, которые на рисунке 2.11 обо-
значены плоскостями  и . 
Плоскость (2) – это горизонтальная плоскость уровня. Она параллельна окружно-
сти основания цилиндра, поэтому она пересечёт цилиндр Ф тоже по окружности. Тогда ли-
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ния а есть дуга окружности, которая спроецируется на П2 в виде прямой (а2), а на П1 – в 
натуральную величину, т.е. в виде дуги окружности (а1). 
а    
b    
Ф    
Г    
 
Рисунок 2.10 – Пространственное изображение линии  
пересечения (a U b = m) 
 
 Плоскость (2) – фронтально проецирующая и пересечёт цилиндр Ф по эллипсу. То-
гда линия b есть дуга эллипса, которая спроецируется на П2 в виде прямой (b2), а на П1 – в 
виде дуги окружности (b1). 
 Таким образом, линия пересечения двух заданных поверхностей есть пространствен-
ная линия, состоящая из двух плоских кривых - дуги окружности и дуги эллипса. 
Ф    2    Г    2    
Г    1    
Ф    1    
а    2    2    
2    
b    2    
m    1    (    a  1    =   b  1    )    
т    2    
 
Рисунок 2.11 – Проекции линии пересечения (a U b= m)   
 
Скорректируем алгоритм решения позиционных задач в 1 случае: 
 Проекции общего элемента на чертеже уже есть. Они совпадают с главными 
проекциями проецирующих фигур. Если совпадение только частичное, то находят гра-
ницы общей части. Решение сводится к их нахождению и обозначению. 
 
 
2.2.3 Второй алгоритм 
 Решение задач в случае, когда одна из пересекающихся фигур проецирующая, 
вторая - непроецирующая. 
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 Решение 1 ГПЗ снова рассмотрим на 
конкретном примере. 
Задача: Найти проекции точки пере-
сечения плоскости общего положения (m  
n) с фронтально проецирующей прямой а, 
(рис. 2.12). 
 Графическое условие этой задачи по-
добно условию 1 ГПЗ, показанному на рису-
нке 2.7. Такая же фронтально проецирующая 
прямая, а пересекается с плоскостью  
 (m  n). Только, в данной задаче плоскость 
 – общего положения. 
Алгоритм: Решение начинаем, как и в 
первом случае, с фронтальной проекции. 
Точно так же, фронтальная проекция точки 
пересечения К2 совпадёт с фронтальной про-
екцией прямой а2, так как а2 – точка  
(рис. 2.13). 
а    2    
а    1    
т    2    
п    2    
2    
т    1    
п    1    
1    
 
Рисунок 2.12 – Условие задачи 
 Горизонтальную проекцию точки пе-
ресечения К1 найти так однозначно, как в 
первом случае, уже невозможно. Поэтому 
будем находить её по признаку принадлеж-
ности плоскости . Точка принадлежит плос-
кости, если она принадлежит прямой, лежа-
щей в этой плоскости. Возьмём в плоскости 
 любую прямую, проходящую через точку 
К2, например, 1222, найдём её горизонталь-
ную проекцию 1121 (1m, 2n) и на этой 
прямой будет располагаться точка К1. 
 Следующим этапом необходимо 
определить видимость прямой а на горизон-
тальной проекции. Для этого воспользуемся 
методом конкурирующих точек (рис. 2.14). 
 Так как плоскость  имеет с прямой а 
только одну общую точку К, то прямые m и а 
– скрещивающиеся, а точки 3 и 4 на них – 
горизонтально конкурирующие. Пусть точка 
3 принадлежит прямой m (то есть  
плоскости ), точка 4 принадлежит прямой а. 
Находим фронтальные проекции точек.  
 
а    2    =    К    2    
а    1    
К    1    
т    2    
п    2    
2    
т    1    
п    1    
1    2    
2    2    
2    1    
1    1    1    
 
Рисунок 2.13 – Решение задачи по второ-
му алгоритму 
Из чертежа, (рис. 2.14), видно, что точка З2 расположена выше, чем точка 42. 
 Следовательно, на данном участке, начиная от точки пересечения К1, до прямой m1 
прямая а1 не видна. Выполним краткую алгоритмическую запись решения: (m  n)  a = K; 
1 ГПЗ, 2 алгоритм 
1. К  a , а  П2  К2 =а2. 
2. К1  , К 12, 12    К1 = а1  1121. 
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а    2    =    К    2    
а    1    
К    1    
т    2    
п    2    
2    
т    1    
п    1    
1    2    2    2    
2    1    
1    1    1    
3    1    (    4    1    )    
4    2    
3    2    
 
Рисунок 2.14 – Определение видимости участков прямой  
(метод конкурирующих точек) 
 
 Рассмотрим ещё одну задачу: Пересекаются прямая общего положения а с поверхно-
стью горизонтально проецирующего цилиндра Г, (рис. 2.15). Найти проекции точек пересе-
чения. 
Г    1    
Г    2    
а    2    
а    1    
 
Рисунок 2.15 – Условие задачи 
 
Решение. 1 ГПЗ , 2 алгоритм. Горизонтальная проекция цилиндра – окружность Г1, 
следовательно, в результате пересечения получаются 2 точки М и N , горизонтальные проек-
ции которых М1 и N1 располагаются на пересечении Г1 и а1, (рис. 2.16). 
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Г    1    
Г    2    
а    2    
а    1    М    1    
N    1    
N    2    
(    M   2    )   
Ф    1    
 
Рисунок 2.16 – Решение задачи. Определение видимости 
 
Фронтальные проекции точек пересечения М2 и N2 находим по принадлежности пря-
мой а с использованием линии связи. Видимость на П2 определяем по цилиндру: точка N1 
расположена перед плоскостью фронтального меридиана Ф, и N2 - видимая; М1 расположена 
за плоскостью фронтального меридиана Ф, и М2 – невидимая. Часть прямой а между точка-
ми М и N находится внутри цилиндра, следовательно, на П2 участок прямой между точками 
М2 и N2 невидимый. Участок прямой между точкой М2 и очерковой образующей цилиндра l2 
также невидим, так как находится за плоскостью фронтального меридиана. Алгоритмическая 
запись решения: 
Г  а = М, N, 1 ГПЗ, 2 алгоритм. 
1. М, N  Г, Г  П1  M1, N1 = Г1  а1. 
2. М, N  a  M2 ,N2  a2. 
 
Вывод: Решение задач по 2 алгоритму сводится к следующему: 
1. Выделяют из двух заданных фигур проецирующую и отмечают её главную 
проекцию. 
2. Ставят обозначение той проекции искомого общего элемента, которая совпа-
дает с главной проекцией проецирующей фигуры. Если совпадение только ча-
стичное, то находят границы общей части. 
3. Вторую проекцию общего элемента находят по условию его принадлежности 
непроецирующей фигуре. 
4. Определяют видимость проекций общих элементов и пересекающихся фигур. 
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2.3 Конические сечения 
 
Решение второй главной позицион-
ной задачи по второму алгоритму рассмот-
рим на примере конических сечений.  
Ещё в Древней Греции был известен 
тот факт, что при пересечении конуса раз-
личными плоскостями можно получить пря-
мые линии, кривые второго порядка и, как 
вырожденный случай, точку.  
На рисунке 2.17 показана фронтальная 
проекция конуса 2, пересечённого фрон-
тально проецирующими плоскостями 2, Г2, 
2, 2, 2; в сечениях получаются, соответ-
ственно, две прямые а и b, окружность c, эл-
липс d, парабола m и гипербола k. 
 


2   
 =    d
 
2   
 
2    =    k  2    
2    =    т   2    
2    =    а    2    =    b    2    
2    
S    2    
Г    2    =    c    2    
 
Рисунок 2.17 – Конические сечения 
 
Рассмотрим каждый случай получения 
конических сечений, представленных на ри-
сунке 2.17, с точки зрения решения 2 ГПЗ по 
второму алгоритму. 
1. Две образующие получатся в сече-
нии, если плоскость, пересекая конус, прохо-
дит через его вершину (рис. 2.18). 
Алгоритм: 
   = a, b? 2 ГПЗ? второй алго-
ритм 
1.   П2  a2b2 = 2 
2. a1b1   
 
S    2    
S    1    
2    =    a  2    =    b  2    
a  
  
1   
 
b    1    
M    2    (   N    2    )   
M    1    
N    1    
2    
1    
 
Рисунок 2.18 – Плоскость  проходит через 
вершину конуса  
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Частным случаем такого вида пересе-
чения конуса плоскостью является такое по-
ложение, при котором плоскость  проходит 
через ось i конуса (на рис. 2.19 1 совпадает с 
плоскостью фронтального меридиана). 
 Результатом пересечения являются 
образующие конуса с максимальным углом 
между ними (на рис. 2.19 это очерковые об-
разующие конуса SA и SB). 
Алгоритм: 
   = SA + SB. 2 ГПЗ, 2 алг. 
1.   П1  S1A1 + S1B1 = 1. 
2. S2A2 + S2B2  . 
 
S    2    
S    1    =   i    1    
A    2    
B    2    
A    1    B    1    
1    
2    
1    
i    2    
 
Рисунок 2.19 – Плоскость  проходит че-
рез ось i конуса  
 
2. Окружность получится в сечении, 
если плоскость, пересекая конус, параллель-
на окружности основания n (рис. 2.20), а зна-
чит, перпендикулярна оси i конуса. 
Алгоритм: 
Г   = с, 2 ГПЗ, 2 алгоритм. 
1. Г  П2  с2 = Г2. 
2. с1   . 
 
S    2    
S    1    =   i    1    
1    
2    
i    2    
Г    2    =    с  2    
с    1    
п    2    
п    1    
 
Рисунок 2.20 – Плоскость Г перпендику-
лярна оси i конуса  
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Вырожденный случай – плоскость 
Г(Г2) проходит через вершину S конуса  
(рис. 2.21). Тогда эта плоскость пересечёт 
конус только в одной точке.   Г(Г2) = К. 
 
S    2    =    К    2    
S    1    =   i    1    =   К    1    
1    
2    
i    2    
Г    2    
п    2    
п    1    
 
Рисунок 2.21 – Плоскость Г проходит через 
вершину конуса S 
 
3. Эллипс получится в сечении,  
если плоскость не перпендикулярна оси  
конуса и пересекает все его образующие 
(рис. 2.22, 2.23, 2.24). 
Алгоритм: 
Ф   = d . 2 ГПЗ, 2 алгоритм. 
1. Ф  П2  d2 = Ф2. 
2. d1  . 
 
Построение эллипса начинаем с его 
осей (рис. 2.22). АВ – большая ось эллипса, 
причём, А2В2 – её натуральная величина, 
А1В1 - её проекция. СЕ – малая ось эллипса, 
она перпендикулярна большой оси и делит её 
пополам. Чтобы найти СЕ, разделим А2В2 с 
помощью циркуля пополам, получим точки 
С2, Е2, и радиусом R, равным радиусу парал-
лели, на которой лежат точки С и Е, сделаем 
засечки на линии связи, проведённой от то-
чек С2, Е2. 
 Получим точки С1 и Е1. Эти точки – 
фронтально конкурирующие, С1 – ближе к 
нам, поэтому Е2 – невидимая. 
Далее эллипс можно строить двояко: 
S    2    
S    1    
1    
2    
Ф    2    =   d  2    
А    2    
В    2    
А    1    
В    1    
С    1    
Е    1    
С    2    (   Е  2    )   
R    


R    
 
Рисунок 2.22 – Плоскость пересекает все  
образующие конуса 
1. Можно строить его по двум осям любым из известных способов (например, приве-
дённым в разделе "Кривые линии"). Этот способ показан на рисунке 2.23. 
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S    2    
S    1    
1    
2    
Ф    2    =    d  2    
А    2    
В    2    
А    1    
В    1    
С    1    
Е    1    
С    2    (   Е  2    )   
d    1    
 
Рисунок 2.23 – Один из способов построения эллипса 
 
2. Можно строить эллипс по точкам, по принадлежности конусу, особенно, если в ка-
кой-либо конкретной задаче эллипс получается неполным. Такое решение показано на  
рисунке 2.24. 
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Рисунок 2.24 – Построение эллипса по точкам, по принадлежности конусу 
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 Построим три проекции линии пересечения конуса с плоскостью Ф. Горизонтальную 
проекцию точек А, В, С, Е строим так, как показано на рисунке 2.22. Остальные, промежу-
точные точки строим аналогично точкам С и Е, по принадлежности параллелям конуса. Ра-
диусом параллели, на которой расположена точка, равным расстоянию от оси до очерка ко-
нуса, из центра S1 делаем засечки на линиях связи от соответствующих точек. Соединяем 
точки с помощью лекала и получаем горизонтальную проекцию эллипса. При данном распо-
ложении конуса эллипс на П1 виден весь. 
 Построение эллипса на П3 начинаем также с характерных точек. Ими являются: 
1) Точки А и В, которые расположены в плоскости фронтального меридиана, следова-
тельно, на П2 – на очерковых образующих, а на П3 – на оси. 
2) Точки М и N принадлежат профильным образующим – они определяют видимость 
эллипса относительно П3: часть эллипса от точки В до точек М и N расположена левее про-
фильных образующих, следовательно, на П3 она видна; соответственно, часть эллипса от то-
чек М и N до точки А на П3 не видна. 
3) Промежуточные точки на П3 строим, откладывая координату Y для каждой точки 
(расстояния, помеченные одной, двумя или тремя рисками) с П1 на П3. Соединяем точки с 
учётом видимости и получаем профильную проекцию эллипса. 
4. Парабола получится в сечении, если плоскость, пересекая конус, проходит парал-
лельно только одной его образующей (рис. 2.25). 
Алгоритм:    = m.   SK.  
2 ГПЗ, второй алгоритм. 
1.   П2  m2 = 2. 
2. m1   . 
 Построение параболы начинаем с 
характерных точек: 
1) А – вершина параболы. А2 при-
надлежит очерковой образующей конуса, 
следовательно, А расположена в плоско-
сти фронтального меридиана  А1. 
2) Точки В и С – низшие точки па-
раболы, принадлежат окружности основа-
ния n конуса, на П1 находим их с помо-
щью линии связи тоже без дополнитель-
ных построений. 
 Промежуточные точки находим так 
же, как и в случае построения эллипса, то 
есть по принадлежности параллелям кону-
са. Соединяем точки с помощью лекала и 
получаем параболу. 
 Так как плоскость  параллельна 
только одной образующей конуса, то па-
рабола имеет одну несобственную точку. 
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Рисунок 2.25 – Плоскость, пересекая конус, 
проходит параллельно только одной его  
образующей 
 Поэтому, в частном случае, когда плоскость  касается одной образующей SК конуса 
(рис. 2.26), то получается вырожденный вид параболы – прямая m, совпадающая с SK. 
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Рисунок 2.26 – Плоскость  касается одной образующей SК конуса 
 
5. Гипербола получится в сечении, если плоскость при пересечении с конусом парал-
лельна одновременно двум образующим конуса (рис. 2.27). 
Алгоритм:    = k.   SM,   SN. 2 ГПЗ. второй алгоритм. 
1.   П2  k2 = 2. 
2. k1   . 
S    2    
S    1    
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k    1    
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Рисунок 2.27 – Плоскость при пересечении с конусом параллельна одновременно  
двум образующим конуса 
 Построение гиперболы, представленной на рисунке 2.27, полностью идентично по-
строению параболы (рис. 2.25). 
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 Так как плоскость  параллельна двум образующим конуса а и b, то гипербола имеет 
две несобственные точки, и вырожденный вид гиперболы - две прямые а и b (рис. 2.18, 
2.19), когда плоскость проходит через вершину конуса. 
 Рассмотрим частный случай построения гиперболы, когда плоскость  перпендику-
лярна П1, т.е. является горизонтально проецирующей (рис. 2.28). Построим три проекции 
линии пересечения конуса  с такой плоскостью (1). 
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1    =    k  1    
k    2    
k    3    
Е    1    
D    1    
п    3    
п    2    
п    1    
 
Рисунок 2.28 – Частный случай построения гиперболы,  
когда плоскость  перпендикулярна П1 
 
Алгоритм: 
   = k.   SO,   SE,   П1. 2 ГПЗ, второй алгоритм 
1.   П1  k1 = 1. 
2. k2  2 . 
 Построение гиперболы начинаем с характерных точек: 
Точки М и N принадлежат окружности основания конуса  M2,N2  n2. М3 и N3 находим на 
n3, откладывая координату Y этих точек с П1 (эти расстояния отмечены двумя и одной чер-
точками соответственно). 
Точка А располагается в плоскости фронтального меридиана и определяет видимость 
гиперболы относительно П2: точка N2 – невидимая. А2 лежит на очерковой образующей ко-
нуса, а А3 – на оси. 
Точка С – вершина гиперболы. Она лежит на перпендикуляре, проведённом от S1 к 1. 
С2 находим по принадлежности параллели конуса, проведённой через С1. С3 строим анало-
гично точкам М3 и N3. 
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 Точка В лежит в плоскости профиль-
ного меридиана и определяет видимость ги-
перболы относительно П3. В2 находим по 
принадлежности параллели, проведённой че-
рез В1, В3 лежит на очерковой образующей 
конуса. Часть гиперболы от В3 до М3 неви-
димая. 
 Промежуточные точки на П2 находим 
по принадлежности соответствующим парал-
лелям, аналогично точке С, на П3 – по коор-
динатам Y этих точек. Соединяем точки с 
учётом видимости с помощью лекала и полу-
чаем фронтальную и профильную проекции  
 Рассмотрим ещё одну задачу на пере-
сечение поверхностей, из которых одна про-
ецирующая, вторая – непроецирующая. 
 
 Задача: Построить линию пересече-
ния сферы  и горизонтально проецирующей 
призмы Г (рис. 2.29). 
Алгоритм: 2 ГПЗ, второй алгоритм. 
 1. Вначале определяем, что должно 
получиться в результате пересечения. Харак-
тер пересечения – частный случай вмятия, с 
одной общей точкой. Призма – трёхгранная, 
значит можно рассматривать пересечение 
сферы тремя отдельными плоскостями: ,  
и . Следовательно, линией пересечения яв-
ляется пространственная линия, состоящая из 
трёх плоских кривых второго порядка: двух 
дуг эллипсов (   = a,    = b) и одной 
дуги окружности (   = с). 
 2. Поскольку поверхность призмы – 
горизонтально проецирующая, то горизон-
тальная линия пересечения совпадает с Г1. 
 3. Фронтальную проекцию линии пе-
ресечения сферы с любой из плоскостей, 
например, Ф строим по принадлежности 
сфере a    а2  2 (рис. 2.30). 
 Построения начинаем с характерных 
точек: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Точка 1 принадлежит 
экватору сферы  12; точки 2 и 5 принадле-
жат фронтальному меридиану сферы и опре-
деляют видимость эллипса а относительно 
П2  22 и 52; точки 3 и 4 являются конечны-
ми точками дуги эллипса а  32 и 42; точки 6 
и 7 – высшая и низшая точки эллипса а. 
Промежуточные точки, так же, как точки 3, 
4, 6, 7, находим по принадлежности паралле-
лям сферы. Проводим а2 с учётом видимости. 
2    
1    
Г    2    
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1    Ф    1    
 
Рисунок 2.29 – Условие задачи на построе-
ние линии пересечения сферы и призмы 
гиперболы. 
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Рисунок 2.30 – Построение линии пересе-
чения сферы  и горизонтально проецирую-
щей призмы Г 
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4. Аналогично строим линию пересечения сферы с плоскостью (рис. 2.31): b    b2  2. 
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b    2    
 
Рисунок 2.31 – Построение линии пересечения сферы  с плоскостью  
 
 Результат пересечения сферы  с плоскостью  – окружность с (рис. 2.32) расположе-
на за плоскостью фронтального меридиана, следовательно, с2  2 – невидимая. 
2    
1    
Г    2    
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(    с  2    )   
 
Рисунок 2.32 – Результат пересечения сферы  с плоскостью  
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На рисунке 2.33 показан общий результат решения задачи с учётом видимости по-
верхностей. 
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Рисунок 2.33 – Общий результат решения задачи с учётом видимости поверхностей 
  
Алгоритм:   Г = а, b, с. Г  П1. 2 ГПЗ, второй алгоритм. 
1. Г  П1  а1, b1, с1 = Г1 . 
2. а2, b2, с2   . 
 
Как Вы думаете, верно ли расставлены на П2, (рис. 2.34) номера фигур сечения, соот-
ветствующие секущей плоскости  на П1?  
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Рисунок 2.34 – Виды линий пересечения тора плоскостью ∑ 
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2.4 Третий алгоритм. 
Решение задач в случае, когда обе пересекающиеся фигуры - непроецирующие. 
 
 В данном случае задача усложняется тем, что на чертеже нет главной проекции ни у 
одной из пересекающихся фигур. Поэтому для решения таких задач специально вводят 
вспомогательную секущую поверхность-посредник, которая пересекает обе фигуры, вы-
являя общие точки. Эта поверхность-посредник может быть проецирующей и тогда реше-
ние задачи можно свести ко второму алгоритму, или непроецирующей (например, сфера – 
посредник). Решение первой и второй ГПЗ рассмотрим отдельно. 
 2.4.1 Решение 1ГПЗ 
 Для нахождения точек пересече-
ния прямой с поверхностью в качестве 
поверхности-посредника чаще всего бе-
рут проецирующую плоскость, которую 
проводят через данную прямую. Далее 
находят линию пересечения этой плос-
кости с поверхностью, используя 2 ал-
горитм, и определяют точки пересече-
ния полученной линии с данной прямой. 
Эти точки и будут являться точками пе-
ресечения поверхности с прямой  
(рис. 2.35). 
 Рассмотрим этот алгоритм на 
конкретном примере. 
Задача: Найти точку пересечения 
плоскости Г(АВС) с прямой а. 
Определить видимость прямой, 
(рис. 2.36). 
а    

П 
   
1  
  
К    
Р    
Г    
т    
 
Рисунок 2.35 – Пространственное решение задачи 
нахождения точек пересечения прямой с поверх-
ностью 
Алгоритм: 
1. Возьмём плоскость-посредник 
 так, чтобы она включала в себя пря-
мую а и была бы проецирующей, 
например, относительно П1. Тогда 1 
совпадёт с а1,(рис. 2.37 а, б). 
 2. Пересекаем проецирующую 
плоскость  с плоскостью общего поло-
жения АВС, результатом будет прямая 
m. Задачу решаем по 2 алгоритму:  
m2 совпадает с 2, m1 находим по при-
надлежности плоскости АВС. m = 12  
 m2 = 1222. 
 3. m2, пересекаясь с а2, даёт нам 
точку К2  К1. 
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В    2    а    2    
 
Рисунок 2.36 – Условие задачи 
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Рисунок 2.37,а – Пространственное решение задачи нахождения точки К  
пересечения прямой а с плоскостью ∆ (АВС) 
 
 4. Видимость прямой а определяем методом конкурирующих точек (рис. 2.37 б): 
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Рисунок 2.37,б – Определение видимости участков прямой а 
 
 Видимость относительно П2: 
Точка 5АВ, 3а – фронтально конкурирующие. На П2 видна точка 3  участок 
прямой а слева от точки К2 – видимый. 
 Видимость относительно П1: 
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Точка 2  ВС, точка 4  а – горизонтально конкурирующие. На П1 видна точка 2  
участок прямой а справа от точки К1 до точки 41 - невидимый. 
 Выполним краткую алгоритмическую запись решения задачи: 
Г(АВС)  а = К. 1 ГПЗ, 3 алгоритм. 
1.  – плоскость-посредник,   а,   П1  1= а1; 
2.   Г = m. 2 ГПЗ, 2 алгоритм.   П1  m1 = 1; m2  Г ; 
3. m2  а2 = К2  К1. 
 Такой алгоритм решения приемлем для нахождения точек пересечения любой по-
верхности с прямой линией. Разница заключается в форме линии m, которая является резуль-
татом пересечения плоскости-посредника с заданной поверхностью и зависит от вида по-
верхности. В рассмотренном примере m – это прямая линия. Если вместо плоскости Г(АВС) 
возьмём, например, сферу, то линия m будет являться окружностью, которая может проеци-
роваться на какую-либо плоскость проекций в виде эллипса, если с прямой пересекается 
многогранник, то m – это плоский многоугольник и т.д. Подробнее рассмотрим один из 
таких примеров, используя указанный алгоритм решения. 
 Задача: Найти точки пересечения пирамиды Г(SABC) с прямой а (рис. 2.38). Опре-
делить видимость прямой. 
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Рисунок 2.38 – Условие задачи 
 
1. Через прямую а проведём плоскость-посредник , проецирующую относительно П2 
(рис. 2.39,а, б). 2 = а2. 
 76
S    
A    
B    
C    
K    
P    
1    
3    
2    
a    
m    

 
Рисунок 2.39,а – Первый пункт алгоритма решения задачи 
S    2    
A    2    B    2    
C    2    
A    1    
B    1    
C    1    
S    1    


2    = 
   a  2    = 
   т  
 
2    
a    1    
1    2    
2    2    
3    2    
1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
4    2    
К    1    
Р    1    
К    2    
Р    2    
т    1    
 
Рисунок 2.39,б – Второй и третий пункты алгоритма решения задачи 
 
2. Пересекаем плоскость  с пирамидой. Результатом является замкнутая ломаная ли-
ния m(1,2,3) – треугольник. Согласно 2 алгоритму, горизонтальную проекцию треугольника 
строим по принадлежности пирамиде. Точки 11 и 31 находим с помощью линий связи на со-
ответствующих рёбрах SA и SC. Точку 21 находим по принадлежности плоскости треуголь-
ника SBC с помощью вспомогательной прямой 24, параллельной ВС  2141  B1C1. 
3. m1(11,21,31), пересекаясь с а1, даёт нам точки К1 и Р1  К2, Р2. 
4. Определяем видимость прямой на обеих проекциях (рис. 2.40). Невидимый участок 
прямой расположен между точками К и Р. 
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S    2    
A    2    B    2    
C    2    
A    1    
B    1    
C    1    
S    1    a    1    
1    2    
2    2    
3    2    
1    1    
2    1    
3    1    
4    1    
4    2    
К    1    
Р    1    
К    2    
Р    2    
т    1    


2    = 
   a  2    = 
  т  
 
2    
 
Рисунок 2.40 – Определение видимости прямой на обеих проекциях 
Выполним алгоритмическую запись решения: 
Г(SABC)  a = K ,P. 1 ГПЗ, 3 алгоритм. 
1.  - плоскость-посредник, 
  а,   П2  2 = a2; 
2.   Г = m(123). 2 ГПЗ, 2 алгоритм, 
  П2  m2(12,22,32) = 2; 
m1(11,21,31)  Г; 
3. m1(11,21,31)  а1 = К1, Р1  К2, Р2 . 
 Вывод: все задачи на пересечение непроецирующей прямой с любой непроециру-
ющей поверхностью решаются по единому – третьему алгоритму, с помощью плоскости-
посредника. 
 
2.4.2 Решение 2ГПЗ (в случае пересечения непроецирующих фигур) 
 
 Чтобы построить линию пересечения двух непроецирующих поверхностей, нужно 
выполнить следующие операции: 
1. Задать поверхность-посредник (напоминаем, что в этом качестве чаще всего берут 
проецирующую плоскость); 
2. Построить линии пересечения а и b поверхности-посредника с заданными поверх-
ностями; 
3. Найти точки пересечения построенных линий; 
4. Повторять построения столько раз, сколько необходимо для того, чтобы линия пе-
ресечения поверхностей выявилась полностью; 
5. Определить видимость линии пересечения m и самих поверхностей. 
 Следует напомнить, что: 
а) Решение 2 ГПЗ необходимо начинать с анализа характера пересечения поверхно-
стей для определения количества линий пересечения m|; 
б) Плоскость-посредник необходимо выбирать так, чтобы она пересекала обе поверх-
ности по графически простым линиям - прямым или окружностям. 
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Рассмотрим алгоритм решения на пространственной модели (рис. 2.41): 
 

'    
К    
К    '    
а    '    b    '    
a    b    
М    
Р    
т    
 
Рисунок 2.41 – Алгоритм решения задачи на пространственной модели 
 
1. Ф   = m; 2ГПЗ, 3 алгоритм . 
2. Отмечаем очевидные точки пересечения – М и Р. 
3. Вводим плоскость-посредник  (как правило - проецирующую.) 
4.  Ф = а;    = b; 
5. а  b = K. 
6. Для построения линии m нужно найти такое количество точек, которое определяет 
данную линию. Для этого вводим несколько плоскостей-посредников. 
7. Определяем видимость линии пересечения m и поверхностей. 
 
 Задача: Построить линию пересечения конуса Ф со сферой  (рис. 2.42). 
Алгоритм: 2ГПЗ , третий алгоритм. 
Ф    2    
2    
Ф    1    
1    
О    2    
О    1    
1    
 
Рисунок 2.42 – Условие задачи 
 
 1. Вначале определяем, что должно быть общим элементом в результате пересечения 
и количество общих элементов. Пересекаются две поверхности вращения второго порядка, 
характер пересечения – вмятие, следовательно, должна получиться одна пространственная 
кривая линия m.  
 Кроме того, поверхности имеют общую плоскость симметрии (это плоскость фрон-
тального меридиана ). Это означает, что линия пересечения симметрична относительно 
плоскости , и на П2 две её ветви должны слиться в одну видимую линию. 
 79
 2. Построения начинаем с характерных точек (рис.2.43), не требующих дополнитель-
ных построений для их нахождения. К ним относятся точки М и Р, лежащие в плоскости  и 
принадлежащие очерковым образующим конуса и сферы на П2 – М2 и P2. М1 и Р1 находим с 
помощью линии связи. 
Ф    2    
2    
Ф    1    
1    
О    2    
О    1    
М    2    
Р    2    
М    1    (    Р    1    )    
 
Рисунок 2.43 – Построение характерных точек 
 
3. Все остальные точки находим одинаково: задаём плоскость-посредник  (рис. 2.44). 
В её качестве выбираем горизонтальную плоскость уровня 2. Эта плоскость пересекает ко-
нус Ф по окружности а, радиусом R1 (от оси до очерка конуса). Проводим на П1 эту окруж-
ность а1 из центра конуса S1. 
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Ф    2    
2    
Ф    1    
1    
О    2    
О    1    
2    а    2    b    2    
a    1    
b    1    
R  
  1   
 
R    
2    
S    1    
(    K    1    )    
(    K    1    )    '    
S    2    
K    2    (   K    2    )   '    
У    в  е   л   и   ч   е   н   о   


R    1 
   R    2    
 
Рисунок 2.44 – Технология построения промежуточных точек 
 
 Эта же плоскость пересекает сферу 
 по окружности b, радиусом R2 (от оси до 
очерка сферы). Проводим на П1 эту 
окружность b1 из центра О1 сферы. 
 Окружности, пересекаясь, дают нам 
точки К1 и К1', принадлежащие линии пе-
ресечения m. К2 и К2' находим с помощью 
линии связи по принадлежности плоско-
сти . Остальные точки находим анало-
гично. 4. Видимость горизонтальной про-
екции линии пересечения определяют 
точки А и А', лежащие в плоскости эква-
тора с сферы (рис. 2.45). На П1 они при-
надлежат окружности с1. Все точки, рас-
положенные ниже А2 и А2', на П1 будут 
невидимыми, в том числе и точки Р1, К1  
и К1'. 
 5. Крайние левые точки В и В' 
находим в плоскости ', проходящей через 
точку встречи левой очерковой образую-
щей конуса с перпендикуляром, проведён-
ным из точки пересечения оси конуса с 
плоскостью экватора сферы (рис. 2.46). 
Построения проводим так, как описано  
в п. 3. 
Ф    2    
2    
Ф    1    
1    
О    2    
О    1    
с    1    
r    
r    
S    2    
S    1    
A    1    '    
A    1    
A    2    (   A    2    '   )    c    2    
 
Рисунок 2.45 – Определение видимости гори-
зонтальной проекции линии пересечения  
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 6. Конечный результат построений 
с учётом видимости линии пересечения  
и самих поверхностей приведен на рисун-
ке 2.47. Как мы и предполагали на основе 
анализа в п. 1, линия пересечения m одна, 
симметрична относительно плоскости 
фронтального меридиана , симметрич-
ные ветви её на П2 слились в одну види-
мую линию. 
 
Ф    2    
2    
Ф    1    
1    
О    2    
О    1    
2    '    
B    1    
B    1    '    
B    2    (   B    2    '   )    
S    2    
S    1    
 
Рисунок 2.46 – Определение крайних левых  
точек В и В'  
 
Ф    2    
Ф    1    
1    
О    2    
О    1    S    1    
S    2    У    в  е   л   и   ч   е   н   о   
1    
М    2    
Р    2    
В    2    (   В    2    '   )   
A    2    (   A    2    '    )   
A    1    '    
A    1    
B    1    '    
B    1    
(    P    1    )    M    1    
т    1    
т    2    
2    
 
Рисунок 2.47 – Конечный результат построений с учётом видимости линии  
пересечения и самих поверхностей 
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Алгоритмическая запись решения: 
Ф   = m. 2ГПЗ, 3 алгоритм . 
1. Точки М и Р    М2; Р2  М1; Р1. 
2.  - плоскость-посредник;   П1, 
3.   Ф = а  а1;    = b  b1; b1  a1 = K1; K1'  K2; K2'. 
4. Аналогично строим остальные точки: m1  m2. 
5. Видимость m относительно П1: точки А, А'  с. 
 
 Вывод: Решение 2ГПЗ в случае пересечения непроецирующих фигур проводят по 
единому - третьему алгоритму и осуществляют с помощью плоскостей-посредников, кото-
рых берётся такое количество, чтобы линия пересечения выявилась полностью. 
 
2.4.3 Частные случаи пересечения поверхностей вращения второго 
порядка 
2.4.3.1 Пересечение соосных поверхностей вращения. 
 
 1. Две соосные поверхности вращения пересекаются по окружностям, плоскости ко-
торых перпендикулярны оси вращения: Г   = m; n – окружности (рис. 2.48). 
2    
Г    2    
т    2    
п    2    
т    1    
п    1    
Г    1    
1    
 
Рисунок 2.48 – Пересечение соосных поверхностей вращения 
 
 2. Если центр сферы находится на оси поверхности вращения, то сфера пересечёт эту по-
верхность по окружностям, плоскости которых перпендикулярны оси вращения: Ф   = m;  
n – окружности (рис. 2.49). 
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т    2    
п    2    
т    1    
п    1    
2    
Ф    2    
Ф    1    
1    
О    2    
О    1    
 
Рисунок 2.49 – Пересечение соосных поверхностей вращения  
(если центр сферы находится на оси поверхности вращения) 
 
2.4.3.2. Теорема Монжа 
 
 Если две поверхности вращения второго порядка описаны около третьей поверх-
ности вращения второго порядка, или вписаны в неё, то линия их пересечения распада-
ется на две плоские кривые второго порядка.  
 Причём, плоскости кривых проходят через прямую, соединяющую точки двойного 
соприкосновения. 
 На рисунке 2.50 теорема Монжа проиллюстрирована пересечением двух конусов  
 и Г, в которые вписана сфера Ф. Чтобы вписать сферу, проводим перпендикуляры к очер-
ковым образующим конуса Г(Г2) из точки О2: О2Р2 = О2К2 – радиус сферы (рис. 2.50,а). Точ-
ки М и N (рис. 2.50,б) – это точки, в которых касаются все три поверхности.  
 В результате получаются два эллипса а и b, которые проходят через точки М и N  
(рис. 2.50,в). На П1 эти эллипсы построены по принадлежности конусу Г (построения не по-
казаны). 
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2    
1    
Г    2    
Г    1    
Ф    2    
Ф    1    
О    2    
О    1    
Р    2    К    2    
 
Рисунок 2.50,а – Условие задачи на пересечение двух конусов  и Г 
(теорема Монжа) 
2    
1    
Г    2    
Г    1    
Ф    2    
M    1    
M    2    (   N    2    )   
N    1    
Ф    1    
О    2    
О    1    
Р    2    К    2    
С    2    
D    2    
r    
r   
 
 
Рисунок 2.50.б – Определение радиуса вписанной сферы и точек М и N  в которых касаются 
все три поверхности 
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2    
1    
Г    2    
Г    1    
Ф    2    
Ф    1    
а    1    
а    2    
b    2    
b    1    
M    1    
M    2    (   N    2    )   
N    1    
 
Рисунок 2.50,в – Результат решения задачи (получаются два эллипса а и b,  
которые проходят через точки М и N) 
 Как Вы думаете? 
1. Всегда ли при решении позиционных задач совпадают случаи расположения гео-
метрических фигур относительно плоскостей проекций и соответствующие алгоритмы ре-
шения? 
2. По какому алгоритму Вы будете решать задачу, представленную на рисунке. 2.51? 
Ф    2    
Ф    1    
А    1    
В    1    
С    1    
К    1    
А    2    
В    2    
К    2    
С    2    
 
Рисунок 2.51 – Условие задачи к п. 2 
 
Ф  АВСК = ? 
Ф  П2; АВСК  П2. 
 Проанализируйте расположение цилиндра и плоскости относительно плоскостей про-
екций и обоснуйте выбор алгоритма решения. Решите задачу. 
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 2.4.4 Выводы: 
 
1. Все главные позиционные задачи делятся на две: 
1ГПЗ – пересечение линии с поверхностью (плоскостью); 
2ГПЗ – пересечение поверхностей (плоскостей). 
2. Выбор алгоритма решения зависит от расположения фигур относительно плоско-
стей проекций. Существует три случая расположения пересекающихся фигур относительно 
плоскостей проекций: 
- обе фигуры проецирующие – задача решается по 1 алгоритму, 
- одна фигура проецирующая, вторая непроецирующая – задача решается по  
2 алгоритму, 
- обе фигуры непроецирующие – задача решается по 3 алгоритму. 
3. Бывает, что случаи расположения фигур относительно плоскостей проекций и алго-
ритм решения не совпадают. Это случается тогда, когда обе пересекающиеся фигуры явля-
ются проецирующими, но относительно одной и той, же плоскости проекций, такие задачи 
решаются по 2 алгоритму (например, рис. 2.51). 
4. Решение считается выполненным тогда, когда определена видимость общих эле-
ментов и пересекающихся фигур. 
 
2.4.5 Контрольные вопросы 
 
1. Какие задачи называются позиционными? 
2. Какая линия может получиться при пересечении многогранника с поверхностью 
вращения? 
3. От чего зависит количество общих элементов при решении 2ГПЗ? 
4. От чего зависит выбор алгоритма решения главных позиционных задач? 
5. Что может получиться при пересечении конуса различными плоскостями? 
6. Какие частные случаи пересечения поверхностей вращения Вы знаете? 
7. Сформулируйте теорему Монжа. 
2.4.6 Тест № 1 
1    2    3    4    5    




Ф    2    
Г    2    
Ф    1    
Г    1    
Ф    2    
Г    2    
Ф    1    
Г    1    
А    2    
В    2    
С    2    С    1    
В    1    
А    1    
т    2    
т    1    
Г    2    
Ф    2    
Ф    1    
А    2    
В    2    
С    2    С    1    
В    1    
А    1    
М    2    
К    2    
Р    2    
Р    1    
К    1    
М    1    
Ф    Г    =  ?    Ф    Г    =  ?    А    В    С  т    =  ?    А    В    С  М    Р    К    =  ?    Ф    Г    =  ?     
 
1. На каком чертеже представлена 1ГПЗ? 
2. Для решения какой задачи необходимо использовать теорему Монжа? 
3. Для решения какой задачи необходимо использовать только одну плоскость-
посредник? 
4. Для решения какой задачи необходимо использовать две плоскости-посредника? 
5. В каком случае результатом пересечения является один эллипс? 
6. В каком случае результатом пересечения являются два эллипса? 
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7. На каком чертеже характер пересечения поверхностей - вмятие? 
8. Какая из задач решается по второму алгоритму? 
9. В каком случае результатом пересечения является прямая линия? 
10. В каком случае результатом пересечения является пространственная линия? 
 
2.4.7 Ответы на тест № 1 
1 - 3; 2 - 1; 3 - 3; 4 - 5; 5 - 4; 6 - 1; 7 - 2; 8 - 4; 9 - 5; 10 - 2. 
 
Ответ на задачу (рис. 2.34) : Верно. 
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